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内内内容容容简简简介介介

本书是等离子体物理数值计算与模拟的入门教程，基本涵盖了计算等离子体物
理中常见的基础问题，一类源自教学，一类源自科研，主要适用于等离子体物理
专业的研究生和高年级本科生。在内容编写方面，笔者力求做到每一章节既有新
意，又有实用性，使得读者对目前的计算等离子体物理研究内容能知其然且知其
所以然。与传统教材不同，本书将通过具体的算例来帮助初学者理解相关的物理
概念和物理图像，尽可能的降低读者的学习困难，同时加深读者对计算等离子体
物理前沿的理解。书中的算例均提供了相关的代码(Matlab为主)，读者可直接使
用或依据需要做相关的改写。本书也可作为计算等离子物理研究的手册使用。
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前前前言言言

纪伯伦的《先知》中有一句：“倘若这是我收获的日子，那么在何时何地
我曾撒下了种子呢？”。写本书的想法最初来自PPLU程序集（Plasma Physics
Learning Utility，2011年6月在网上公开），当时开发的集成程序包PPLU由于其
较新颖的模式，几个月内就收到国内、国外不少反馈，一些使用者给笔者反馈
说：“她/他为PPLU中某一个小模块而兴奋，因为它们帮助自己形象化的理解了
此前一直未能理解的内容”。但之前的PPLU除了一些简单的说明外，并未给出
详细的使用手册（英文），许多物理和数值的细节需要用户自己去摸索，并且笔
者也认为PPLU远不完善。然而给出达到预期的用户手册和完善相关代码是一件
繁琐的工程，需要耗费大量的时间，没有足够的动力是很难完成的。后来笔者意
识到自己所涉及的内容已经完全可以写成一本较实用的书了，它不仅仅是前人研
究内容的综合，同时也包含不少笔者自己的理解和原创。鉴于此，笔者就准备以
正式出版的方式把这些零散的内容整理出来并加以润色提升。事实上笔者开始整

理这本书的另一个动机是：在国内外真正适合初学者的等离子体物理数值模拟书
籍太少。譬如，关于朗道阻尼色散关系的数值解，需要处理等离子体色散函数，
即使是许多在等离子体物理中工作了数年、数十年的学者可能也不知道如何处

理，而又很难找到介绍这方面内容的书籍，大部分情况下，只能用近似的解析解
去与模拟结果对比。而且，朗道阻尼的积分路径实在是难于理解，在没有完全理
解朗道阻尼解析理论的情况下能否用简单的数值方式验证朗道阻尼的真实性？在
本书中，读者可以发现采用十行代码即可精确模拟朗道阻尼现象。又如，国内撕
裂模/磁重联方面的理论和模拟研究不在少数，但一些硕士、博士研究生直到毕业
也未真正写过一个属于自己的撕裂模代码，而实际上编写相关的代码并不困难。
又，基础教科书中讲绝热不变量时总会以地磁场中的三个周期运动为例，但所画
的图都是卡通示意图，只有真正代入实际参数，采用数值计算求解出精确轨迹时
才会在自己脑海中留下深刻印象：真的就是那样！笔者自己也曾感慨：偶极场确
实是一个很好的约束位形，如果没有这一地磁场，人类大概有两种可能，要么永
远不会出现，要么已经进化成“超级赛亚人”。

磁约束聚变中有不少非常重要的基础问题，如粒子轨道问题、平衡问题、磁
流体不稳定性问题等。广泛流传的代码又过于复杂，并不适合理解，因此提供
一个简单的入门示例是非常必要的。本书所给出的范例，一方面便于理解及容易
动手实现，另一方面读者可以结合更复杂的情况进行扩展。对于一些国际上的大
代码（尤其磁约束方面），本书中也以最简化的版本进行了实现，比如计算托卡
马克中粒子轨迹的ORBIT、计算磁流体模（尤其阿尔芬本征模）的NOVA。本书
有不少其他较为有趣的特色，比如谱方法（尤其矩阵解法）在计算等离子体物理
中的应用、一维静电系统中各种关联问题的探讨，等等。在讲粒子模拟（PIC）
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时，笔者用了无所不用其极的作法去减少代码量，最终采用50行的代码求解了一
个完整的范例（通常其他同样的代码会上百行，且不易懂）。回旋动理学模拟
和Delta-f算法是近二、三十年的事，这里可能是第一次在基础教程中以可操作的
方法给出。其他所涉及问题的选取也各有其理由，在此不详述。另，本书有大
量脚注，这些附加信息可以帮助初学者更快的适应学术生涯。尽管本书定位是初
级入门教材，但所涉及的许多内容并不初级，且大部分章节的写法均与传统教材
不同。非入门者的学者也可作为参考，选择性的补充一些自己需要的或者已遗忘
的内容。笔者也期望每一小节都能从较高的观点编写，尽可能的实用、有新意、
自成风格。能否做到，就由读者来做评判了。读者在阅读此书时可各取所需。比
如，最近的几年，国内外依然有不少学生把一维静电Vlasov方程的数值解作为本
科或硕士学位论文的选题，本书中采用简单的方式给出了相关的数值代码。这些
内容应该能帮助初入门者熟悉传统课堂略过的细节，也能降低研究生读文献的困
难。“站在巨人的肩上”，希望本书能提供一个肩膀，使读者不必花过多时间自
己摸索。

应当承认，国内的等离子体物理刚刚起步，尚处于较初级的阶段。除了实验
差距较小外，理论和模拟均远落后于美国、欧洲，甚至日本。在模拟方面，一本
完整的、有特色的基础数值书，可以使得该方面的研究有一个更高的起点，这也
是迎头赶上或后来居上所必备的。本书是一次尝试，也希望是抛砖引玉。读者若
阅读本书有困难可以选择如下两种做法：一、先去掌握必备的等离子体物理基础
再来阅读；二、发电子邮件给作者。包括PPLU外，本书的其他一些原始材料最
初也均是用英文写的，对象是全世界的读者，部分完善的主题在网上有公开1，如
“On Numerical Calculation of The Plasma Dispersion Function”（2011-10-09）。
不过，为了对国内读者更便捷，写成本书时全部改用了中文。另外，在许多章节
也提及有国内各研究单位的一些信息（但，不应该认为那是全面的）。本书假定
读者已经掌握了等离子体物理理论和计算物理的基础，如果没有，读者可以参照
本书提供的文献补足。若将该书作为教学用书，那么我的看法是：“关键不是教
哪些内容，而在于把关。也即应该让学生做充分的习题或小课题，以报告的形式
上交，要求尽可能规范及有质量”。

本书的写作得到了许多人的支持，在此表示感谢。许多批评性建议，也使这本
书质量能更有保障。特别感谢陈伟、祝佳和齐龙瑜在这个项目的初期（2011年）
的启发；早期启发了该项目的也有许多前辈，包括陈骝教授、林郁博士、汪学毅
博士、林留玉仁教授；尤其感谢孙有文博士（2012年）在等离子体平衡问题中教
给我的知识，可惜完整的介绍平衡问题会篇幅太长，因而包括如何从G-S方程的
解得到磁力线轨迹、q分布等等内容没有进入本书；林志宏教授的pic1d和GTC代
码也让我学到了不少精妙的代码写法；李跃岩在后期（2014年后）在许多方面
极好的重现了我的工作并且做的更深，一些内容也已经在这本书中体现（比
如图5.17）；同样很受益的是与陈昊天的讨论，他的工作在数学上会显得更严
格。许多人为这本书从不同角度提供了原始零星素材或者启发，包括Andreas
Bierwage、仇志勇、卢志鑫、王鑫、刘东剑、王胜、申伟、冯智晨、胡友俊、
包健、魏来、张桦森、石中兵、刘阳青、谢涛、毛傲华、崔少燕、黄凤、陈

玲、Maxime Lesur、张泰革、李景春、陈炎高、马晨昊、胡地、赵登、贾青、

1已集中到http://hsxie.me/codes

http://hsxie.me/codes
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路兴强，等。2015年12月在Dartmouth学院访问时朱犇提供的该学院Richard Den-
ton教授的课程资料和作业也很有帮助，早期（2011年）与Denton教授的email交
流也是触发本项目的因素之一：他们体系化的课程讲义设置确实很好了，但其
主要针对空间等离子体，所以还远没到笔者期望的更深、更广、更全的实用
化。2015年11月的一次集中讨论中，孙传奎、包健、杨文、欧伟科、王青、孟果
和石米杰提供了不少帮助。魏来、祝佳、陶鑫、盛正卯教授、张文禄研究员、王

正汹教授等，在本书正式付印前提供了许多宝贵的完善意见。也感谢浙江大学、
北京大学、四川大学和南华大学等不同研究单位听过笔者以本书部分内容为主题

的非正式课程的同学或老师。本书图1.1由杨文编辑，图2.6由陈伟提供原始数据，
图2.22由张泰革提供，图2.31取自EASTViewer截图，图4.4取自浙江大学直线等离
子体装置设计文档，图8.1由祝佳提供，在此一并表示感谢。特别感谢在浙大的合
作者肖湧教授和北大的合作者李博研究员的支持。傅国勇博士、徐学桥博士、董

家齐教授、马志为教授等前辈在数值方面也教会了我不少东西。这本书的选材，
当然也与许多其他人的讨论有关，在此不一一列出。科学出版社的编辑赵彦超、
鲁永芳在初期立项的支持，以及刘凤娟在后期正式编辑出版过程中的大力协助，
他们的专业化使得我节省了许多时间。

国内已故著名的等离子体物理前辈蔡诗东先生2有一句话“把等离子体物理的

根扎在中国”，希望本书在实现这一理想的道路上起到作用。由于多方面原因，
这本书从2011年的PPLU代码集算起，2012年半成品的初稿框架到2017年成型还是
被拖延四五年，期间等离子体领域不少杰出的前辈去世(如，C. K. Birdsall、R.
C. Davidson)，这中间自己数度决定把这项工程尽快完成，但原始框架的工程量
还是太庞大，于是拖到2017年初最终决定采取折中的方案，去掉了许多原定准备
完成的(比如R-T和K-H不稳定性、试验粒子的输运、完整的tokamak流体输运代
码、Hasegawa-Mima方程模拟、激光加速、鞘层物理、参量不稳定性，等；以及
有一整章准备介绍国际上流传较广的不同用途的大型磁约束、激光和空间等离子

体代码，已经完全删去)，这些未列入的主题一部分是与代码bug奋战多时败阵而
暂放，另一部分是发现还很难写好。“完成比完美重要”，那些暂未进入这一版
本的主题可能会在后续版本中体现，后续版本可能依然会由本人完成，也可能不
是。

本书许多观点都是作者个人的，可能并非每个人都同意。本书的内容也受作者
的选择和兴趣影响。对本书的建议意见可电子邮件发送到huashengxie@gmail.com。
书中的错误和代码的bug在所难免，如果读者有发现，也请及时汇报给作者，所有
最新的更新或勘误均会列在：http://hsxie.me/cppbook/。

谢华生

初稿于浙江大学

成稿于北京大学

二〇一七年四月

2蔡诗东（1938―1996），福建人，等离子体物理学家，美国物理学会会士(APS Fellow)，中国
科学院院士（1995）。为纪念蔡诗东先生以及鼓励等离子体青年学者，从1999年开始，设立有蔡诗
东等离子体物理奖（http://ips.sjtu.edu.cn/CSD/index.html），每年奖励不超过三位。其中
的大部分都已经成长为国内年轻一代中的主力。

http://ips.sjtu.edu.cn/CSD/index.html
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3.7.4 exp(Ĥt)的计算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

习题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

4 单单单粒粒粒子子子轨轨轨道道道 65
4.1 洛伦兹力轨道 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

4.1.1 基本方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
4.1.2 磁力线方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
4.1.3 磁镜中的轨迹 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
4.1.4 地磁场中的轨迹 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
4.1.5 Tokamak中的轨迹 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
4.1.6 电流片中的轨迹 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

4.2 导心轨道 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
4.2.1 各种导心漂移 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
4.2.2 一组实用的磁面坐标公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
4.2.3 托卡马克中公式（R. B. White’s） . . . . . . . . . . . . . . . 82
4.2.4 理想偶极场磁面坐标导心运动公式 . . . . . . . . . . . . . . . 83

4.3 补注 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
习题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

5 磁磁磁流流流体体体 89
5.1 描述等离子体的物理模型 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
5.2 常见的磁流体模式图示 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

5.2.1 扭曲（Kink）模 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
5.2.2 气球模 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92



目录 · vii ·

5.2.3 撕裂模（磁岛） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
5.3 线性问题数值解法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
5.4 MHD模拟 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

5.4.1 一维激波模拟 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
5.4.2 撕裂模及磁重联 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

5.5 Tokamak中的平衡（Grad-Shafranov方程） . . . . . . . . . . . . . . 104
5.5.1 Grad-Shafranov方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104
5.5.2 G-S方程的解析解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
5.5.3 直接数值求解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

5.6 局域气球模（Ballooning mode）问题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
5.6.1 打靶法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
5.6.2 本征矩阵法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

5.7 约化的磁流体方程(Reduced MHD) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
5.8 阿尔芬连续谱和阿尔芬本征模（AE） . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

5.8.1 柱全局阿尔芬本征模 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
5.8.2 环阿尔芬本征模 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
5.8.3 反剪切阿尔芬本征模 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
5.8.4 全局气球模 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
5.8.5 内扭曲模 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
5.8.6 非圆阿尔芬本征模 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

5.9 回旋朗道流体：磁流体的拓展 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
5.9.1 静电一维为例 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128
5.9.2 展开R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128
5.9.3 流体方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128

习题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

6 等等等离离离子子子体体体中中中的的的波波波与与与不不不稳稳稳定定定性性性 133
6.1 色散关系求根示例 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
6.2 冷等离子体色散关系 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134

6.2.1 k(ω)到ω(k) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135
6.2.2 数值求解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136
6.2.3 静电还是电磁 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136
6.2.4 等离子体波传播模拟示例 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

6.3 CMA图 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138
6.4 流体色散关系普适解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138

6.4.1 冷等离子体 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144
6.5 热等离子体中的波与不稳定性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144

6.5.1 色散关系 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145
6.5.2 等离子体色散函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145
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“The purpose of computing is insight, not numbers.” (1961).

“The purpose of computing numbers is not yet in sight.” (1997).

- Hamming (1915-1997)1

“了解，理解，动手做。”

――高喆，2009中国等离子体物理暑期学校讲义

“Knowing, Understanding, Discovering.”

- Yvonne Choquet-Bruhat, (1923.12.29 -), French female mathematician & physicist

“I have the result, but I do not yet know how to get it.”

- Gauss (1777-1855)

1.1 计计计算算算等等等离离离子子子体体体物物物理理理

目前，计算物理（computational physics）已与理论物理和实验/观测物理形成
了三足鼎立、互相补充的局面。随着计算机技术的日新月异，计算物理在物理
学、力学、天文学和工程应用中将发挥越来越重要的作用。计算物理主要包含两

个部分，一部分是数值计算（numerical calculation），另一部分可称为计算模拟
（simulation）。前者主要是求解方程、数据处理（平滑、插值、谱分析、……）
等，有时也可归为理论（解析解和数值解）物理，属理论和实验物理工作者应该
掌握的；后者则是真正意义上的模拟仿真，比如，解牛顿方程模拟粒子轨道，数
值解流体方程（Naiver-Stokes）研究湍流。主要区别在于，前者通常可以逼近精
确的数值结果；而后者则类似于做实验，给定初值考察/预测系统的演化，并随时
能测量系统的状态，因此也被理论家称为数值实验2。也可简单的认为，是否存在
时间演化3是两者的标志性区别。

计算等离子体物理属于计算物理的一部分，单纯的计算物理通常包含物理学中
所有二级学科中的通用计算方法，对个性的涉及不会太多。因此，针对二级学科

1本书各章下的引句，部分选自David Keyes的主页http://www.columbia.edu/~kd2112/。
2实验家可能有不同意见，而称为“计算机上的理论”。
3两者尚无严格区分，以上只是本书的观点。有时也把simulation翻译为“仿真”。模拟又分为

静态（static）和动态（dynamic）。前者比如用蒙特卡洛（Monte-Carlo）模拟平衡态分布的一些
相变问题，物理上无时间变量，但可把蒙卡步数当作时间演化。

1

http://www.columbia.edu/~kd2112/
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的特点，进行更深度的拓展也是极重要的，这可以帮助初学者实打实的快速进入
前沿领域。

等离子体物理理论方面主要包含有单粒子运动、流体理论和动理论等。单粒子

中除了直接的处理方法外，又发展了导心运动的概念。流体理论则可源自4动理论

的各阶矩5方程（Braginskii输运方程组6），进一步简化可得到磁流体（MHD）方
程组。动理论（kinetic）又有各种版本，包含所有物理的动理论方程是刘维尔
方程或Klimontovich方程7，取平均，分出碰撞（小尺度）和非碰撞项时最严格的
是BBGKY方程链，进一步简化可得到Fokker-Planck方程或其他版本碰撞项的方
程，取无碰极限就是Vlasov方程。在中性气体非平衡态统计中，动理学方程为玻
尔兹曼微分积分方程。

等离子体物理中的波动和不稳定性极为丰富，它们可以用线性化的方法研究。
对线性化方程的时间导数项取拉普拉斯变换，空间导数项取傅里叶变换，就可得
到所谓的色散关系。流体中的声波和麦克斯韦方程的电磁波的得出，可以看成是
上述过程最典型的例子。线性等离子体物理已经非常成熟8，并且成为了等离子体
物理理论中的重要内容。而非线性等离子体物理还处于初级阶段，理论庞杂，尚
未能归入统一的框架。对于线性问题，计算等离子体物理的任务一方面是求解色
散关系（本征问题），一方面是用模拟（初值问题）对比理论结果，数值模拟通
常只是辅助。对于非线性问题，方程的求解极为复杂，其中的不少方程已经成为
了数学理论中专门的研究课题，数值模拟在这里也变得非常重要，它能为理论提
供洞见（insight）和指导。

图1.1显示了计算等离子体物理涉及的主要内容。这里，我们不限于传统的数值
计算和计算模拟，而采用更广义的提法，把数据可视化等等各种其他用计算机处
理的内容也归入本书。

另外，值得对比的一点是与凝聚态等其他物理分支中模拟的不同。对于其他物
理分支，哈密顿（Hamiltonian）量用的较多。这是因为，只要给出Hamiltonian，
一个物理系统的所有演化均可决定9。通常，凝聚态问题中写出哈密顿量可以大大

4普通流体方程最早来自于一些直观的推导，先于动理论方程。但等离子体最常用的，朗道碰撞
算符(1936)的动理学方程早于常用的磁流体方程(约1942)，也早于无碰的弗拉索夫方程(1938)。历
史并非完全是从简单到复杂。

5矩(moment)在这里是一个数学概念，n阶矩定义为µn =
∫∞
−∞(x− c)nf(x)dx，无特别说明，则

取c = 0。物理上的矩是指力矩。动量是momentum，不要混淆。
6等离子体输运的经典文献，Braginskii, S. I., Transport processes in a plasma, 1965, Reviews of

Plasma Physics, Vol. 1, p 205-311.
7刘维尔方程是6N维空间中方程，Klimontovich方程是6维空间中方程，两者均与牛顿方

程完全等价，无任何信息损失；而后续各种动理学方程有不同程度取平均（或截断等近
似），除BBGKY方程链外，通常为6维空间，可逆“佯谬”出现在取平均这一步。庞加
莱回归定理证明，经过足够长时间后，是可回归到初态的，但，这个时间可能甚至远大
于宇宙寿命。在等离子体中一个可逆的现象是相混，或者等离子体回声（echo）。Yuri
Lvovich Klimontovich，1924.09.28–2002.10.26；Joseph Liouville，1809.03.24-1882.09.08；Henri
Poincaré，1854.04.29-1912.07.17。

8可以认为，划时代的经典著作傅里叶（Jean-Baptiste Joseph Fourier，1768.03.21-1830.05.16）
的《热的解析理论》在1822年的出版就已经提供了一整套处理该问题的方法，把几乎所有核心问题
都解决了，剩下的主要是细节的应用。有一种说法，世界上每分钟就有一篇新学术论文与傅里叶有
关（数学、通讯、物理、音乐、计算机，跨学科）。

9经典力学：ṗ = −∂H/∂q，q̇ = ∂H/∂p；量子力学：i~ψ̇ = Hψ，ψ = ψ0e
−iH/~；热力学：配分

函数（partition function）Z =
∑
e−H/kBT。
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计算等离子体物理内容

动理学描述（含回旋动

理学、漂移动理学）
流体描述

弗拉索夫

（Vlasov）、

福克-普朗克

粒子

模拟

混合

（hybrid

）模拟

磁流体

（MHD）、
双流体、回

旋流体

色散关系数值解
本征方程数值解

（微分方程/矩阵）

简单常微分、偏微

分方程数值解
……

数据可视化数据分析

谱分析
平滑、
插值、

拟合

……

模拟

（simulation） 数值计算/求解 数据处理

一维、二
维、三维

图像

动画/电影

（movie）
……

并行、非并行

图 1.1: 计算等离子体物理内容

简化问题，比如常常用晶格模型（伊辛10模型、海森堡11模型，等），再简化可只
考虑上下自旋等假设。但是等离子体物理中除了单粒子轨道（尤其导心轨道）问
题外，很少用哈密顿或拉格朗日量。这是因为在等离子体物理中，哈密顿量和拉
格朗日量形式基本是固定的12，且自由度太大，在通常的模拟中并不能简化相关的
物理问题，只有在很少的例子中才能使问题看得更深或者得到简化。

1.2 计计计算算算等等等离离离子子子体体体物物物理理理的的的先先先驱驱驱

“要了解一门科学必须知道它的历史”（《实证哲学》，奥古斯特• 孔德，1798
- 1857，法国）。温伯格 13 给科学工作者的四条黄金忠告最后一条则是“学一点科
学史”。许多知名的科学家均强调了解科学史的重要性。

10Ernst Ising (1900.05.10-1998.05.11)，生于德国，经历很杂，物理学后有短暂经商及当教师，
又当过工人及从军。后又成为物理学教授，但再未发表文章。Ising模型最早出现在其1924年博士
论文（导师Wilhelm Lenz）中，求解了一维情况，无相变。该模型直到20多年后重要性才显现出
来。可见，1.简单的东西也可以很重要；2.一样东西的重要性，在出现时也可能被（作者）大大低
估，人们不见得一开始就能判断什么工作重要什么工作不重要，需要时间才能判定。磁约束聚变中
尚未完全解决的L-H转换问题，也可看作一种“相变”。

11Werner Karl Heisenberg，1901.12.05–1976.02.01。
12拉氏量L = −mc2

√
1− v2/c2 + eA/c − eφ，正则动量P = ∂L/∂v = p + eA/c，哈密顿

量H =
√
m2c4 + c2(P− eA/c)2 + eφ。非相对论时，L = mv2/2 + eA · v/c − eφ，H = (P −

eA/c)2/2m + eφ。然后叠加所有粒子的L或H就得到系统的总拉氏量和哈氏量。
13Steven Weinberg (1933.05.03 - )，1979年诺贝尔物理学奖，主要工作在宇宙学和粒子物理学，
当今最著名的理论物理学家之一。四条黄金忠告（Nature 426, 389, 2003）大意是：1. 在过程中
学，而不必等学会所有东西才开始做研究；2. 到波涛汹涌的地方去，而非做已经很完善的领域；3.
原谅自己虚掷时光，如果想要有创造性，就必须习惯于大量时间不是创造性的；4. 学一点科学
史，起码你所研究的学科的历史。他在等离子体物理中留下的一篇文章（Weinberg, S., Eikonal
Method in Magnetohydrodynamics, Phys. Rev., 1962, 126, 1899-1909.），也已经是光迹追踪（ray
tracing）的重要文献。不过，其在“冷聚变”方面的理论探索则一定程度上有损其在重要主流物
理学家心目中的地位。
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这里简单介绍计算等离子体物理的发展过程，并提及部分计算等离子物
理的先驱。计算等离子体物理中不得不提及的人物一定少不了John M. Daw-
son（1930.09.30 - 2001.11.17）。美国物理学会（APS）给计算物理学家最高荣誉
的Aneesur Rahman Prize 14第二年（1994）就是颁给Dawson15 ：

“In recognition of his leading role in opening the field of computer sim-
ulation of plasmas and for numerous major contributions made using
plasma simulation as a complement to analytic theory and experiment.
He has lead in opening the field of plasma-based accelerators and made
major advances in understanding basic nonlinear plasma wave processes,
anomalous absorption and transport, advanced plasma-based coherent
light sources and space plasma phenomena.”

从1950s后期开始，到1980s（甚至到1990s），Dawson一直在计算等离子体物
理方面有引领前沿的工作和影响力，也被认为是the father of computer simulation
of plasmas16。在等离子体物理的多个方向均留有足迹17 。现在等离子体广泛应

用的PIC模拟技术，Dawson是先驱者18。粒子模拟早期发展中另外较重要的人物

还包括Charles K. Birdsall（1925-2012）和A. B. Langdon，著有至今依然是学习粒
子模拟不可不读的一本书，[Birds all1991]。对等离子体理论发展有突出贡献的学
者Akira Hasegawa19（以Hasegawa-Mima方程等多项重要的理论工作及多本著作在
等离子体物理中有较高的知名度）在计算等离子体物理的早期发展中也有重要

14 http://www.aps.org/programs/honors/prizes/rahman.cfm. 第一年是颁给威尔逊

（Kenneth G. Wilson，1936.06.08- 2013.06.15）因其发明的格点规范场理论（lattice gauge the-
ory，1974）。关于这方面，目前国内做的最多的可能是所谓的格点QCD模拟。威尔逊是少有的
在理论和模拟两方面均有顶尖工作的物理学家，1982年因重整化处理相变的工作而获诺贝尔奖。
他在1956年与Rosenbluth短暂做过热核聚变方面工作，此后再未回到等离子体物理。其博士导师
是盖尔曼（Murray Gell-Mann，1929.09.15- ，1969年诺贝尔奖）。由于其重整化的工作为解决多
尺度问题提供了成功的范例，有望用来解决一些其他重要的但未解决的难题，如湍流。自1980s以
来有不少等离子体物理学家在试图把重整化应用于等离子体物理，不过目前尚无突破性的结果。
在重整化等离子体物理湍流的问题上，华人章扬忠（1941.09.08- ）也有较多的研究，具体可见
其1988博士论文（University of Texas at Austin）及2011西南物理研究院《Tokamak湍流理论》
讲义。普林斯顿的J. A. Krommes写过不少关于统计方法研究等离子体中湍流、输运的综述，
如[Krommes2002,2015]。其2008年的两卷未正式发表的书稿“Conceptual Foundations of Plasma
Kinetic Theory, Turbulence, and Transport Volumes I and II”非常详尽的介绍了各种理论基础，
是极好的入门材料。非线性或湍流，困难主要在于大部分情况下是非微扰的，无法一阶阶展开来逼
近。

15等离子体物理中一项颁给杰出等离子体物理学家的重量级奖项在2007年后改为John Dawson
Award，http://www.aps.org/programs/honors/awards/dawson.cfm。该奖获得者中有Lang Li
Lao(1994)、吉翰涛(Hantao Ji，2002)、陈骝(Liu Chen，2004)、黄敬立(King-Lap Wong，2004)、
陈秋荣((Frank) Chio Zong Cheng，2004)等多位华人。

16http://www.universityofcalifornia.edu/senate/inmemoriam/johnmdawson.htm
17如，被写进基础教材的一项工作：[Dawson1961]用一种更直观、更符合物理的方式计算了朗道
阻尼，一般基础教材中讲完朗道的推导后，会同时给出Dawson的推导，如[Chen1984]。

18写有PIC的综述文章[Dawson1983]。读者如对其早期的工作感兴趣，可读[Dawson1962]这篇。
19 Hasegawa（长谷川晃）最重要的工作可能还不在等离子体物理领域而在通信领域，如光
孤子方面先驱性工作。Hasegawa博士导师为Birdsall。另，到目前为止等离子体物理中唯一的诺
贝尔奖是1970年Hannes Alfvén（1908.05.30–1995.04.02）因MHD的工作而获得的。此后，尽管
对Rosenbluth获奖的呼声很高，但这一呼声伴随他2003年的去世已成泡影。目前认为最有希望的可

http://www.aps.org/programs/honors/prizes/rahman.cfm
http://www.aps.org/programs/honors/awards/dawson.cfm
http://www.universityofcalifornia.edu/senate/inmemoriam/johnmdawson.htm
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图 1.2: 美国计算物理学家John M. Dawson（左）、美国等离子体物理学
家Marshall N. Rosenbluth（中）和前苏联等离子体物理学家Boris B. Kadomt-
sev（右）

贡献，如[Hasegawa1964, 1968]。回旋动理学粒子模拟最早的贡献者是W. W. Lee
（李为力），[Lee1983, 1987]。

以上提及的几位是在发展等离子体物理独有的计算工具（主要是PIC技术）上
的贡献。等离子体物理中其他大部分数值技术与其他物理分支或其他应用数学相

关的学科差别不大，比如求解代数方程、常微分方程(ODE)、偏微分方程(PDE)。
磁流体方程和弗拉索夫方程均为偏微分方程，用一般的PDE算法就可处理。在等
离子体物理中复杂之处可能在位形，比如磁约束中，常常需要用磁面坐标等复
杂处理手段，空间物理中全局模拟也常常不能用简单的平板模型。另外困难在于
计算复杂度，真正的三维模拟只在大规模并行计算发展起来后（近十几年的事）
才得以正式进入主流。而七维（空间三维+速度空间三维+时间一维）的Vlasov模
拟，除了激光等离子体相互作用等极短时间尺度或者使用非真实参数（比如离子
电子质量比取mi/me ≤ 100）的空间等离子体物理模拟外，至今还无法真正得到实
用的结果。关于这些，在正文的具体章节中会提及细节及一些相关的贡献者。另
外，在广泛应用的数值技术中也有等离子体物理学家的影子。如蒙特卡洛技术，
关于重要性抽样等方法的原始文章[Metropolis1953]已经有超过万次的引用，这篇
文章的作者中就有后来被称为等离子体物理界教皇（Pope of Plasma Physics）
的Marshall N. Rosenbluth 20 。Rosenbluth在计算等离子体物理中另外的影响力还
有许多其他方面，比如1970s早期与Roscoe White及Bruce Waddell发展出第一个成

能是Hasegawa，但其获奖理由可能并非等离子体物理方面的工作。而这一点也是渺茫的，因为光
孤子通讯尚远未实用，离光纤技术（2009诺奖）也还差很远。

20在1980s，Rosenbluth (1927.02.05-2003.09.28)已经被公认为最重要的等离子体物理学家。他
是氢弹之父Edward Teller(1908.01.15-2003.09.09)的学生，与杨振宁、李政道在芝加哥大学时是同
学。另一位公认的最重量级等离子体物理学家一般认为是前苏联的Boris B. Kadomtsev (1928 -
1998.08.18)。据一份采访资料（http://www.aip.org/history/ohilist/28636_1.html，这是一
份很有意思的文档，建议愿意了解等离子体物理历史脉络的读者均能读一遍）或[Gubernatis2005]
（Gubernatis, J. E., Marshall Rosenbluth and the Metropolis algorithm, Physics of Plasmas, 2005,
12, 057303），[Metropolis1953]的五位作者中，Edward Teller提出这一想法，Marshall N. Rosen-
bluth是真正实现者，Augusta H. Teller与Arianna W. Rosenbluth分别是前两位的妻子，负责计算
机及代码实现，而第一作者Metropolis是机房的总负责人，对该工作并无实际贡献。

http://www.aip.org/history/ohilist/28636_1.html
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功的非线性MHD代码，模拟出磁岛的演化，及培养有包括X.Q.Xu（徐学桥）、J.
Candy在内的具有重要影响力的等离子体物理数值模拟专家。
对于后Dawson和后Rosenbluth21时代，等离子体物理模拟界与理论界可谓是百

家争鸣。关于等离子体方面（主要是理论）较有影响力的物理学家，可参考等离
子体物理几个重要奖项22的获得者名单。在模拟方面，许多学者目前在致力于考
虑新一代大规模并行模拟中的挑战性问题，比如PPPL的William M.Tang（唐明
武）23。

以上提及的人物有限，在计算等离子体物理中做出过杰出贡献的还有许多其他
学者，在此并未一一列出。另外，通过以上的介绍也可看到，尽管全中国在等离
子体物理方面还只能算刚重新24起步，但整个（海外）华人领域的实力和影响力并
不弱。

1.3 计计计算算算等等等离离离子子子体体体物物物理理理的的的新新新挑挑挑战战战

等离子体物理（尤其聚变方面）的研究有实用性，同时有助于人们理解这个世
界的基础，在四象限中处于巴斯德区，如图1.3。
等离子体物理理论与模拟有各种困难，随着历史的推移，部分旧问题逐步得到

了一些解决。小节标题名为“新挑战”，其实并非恰当的，因为挑战一直存在，
只是某一阶段暴露的更明显而已。目前暴露出来的最困难的在于多尺度问题，如
图1.4显示了等离子体物理中巨大的时间和空间尺度，如何统一这些尺度并非易
事。比如（等离子体）湍流问题，即使得到了方程，我们却发现并不容易求解，
它不仅有大结构，还有小结构，一层叠一层，我们对方程作离散，网格大小总是

21磁约束聚变模拟中有重要影响力的林志宏博士在2006年10月浙江大学聚变理论与模拟中心
（IFTS-ZJU）成立时的会议报告中一句话某种程度上是恰当的：As you can see, there are too
many self-appointed geniuses after Marshal. Indeed, without Marshal, the fusion community has
entered into a new era of anarchy, dominated by noise. “江山代有才人出”，也不必悲观。另一
个很重要的原因是，学科的分工越来越细，个人的工作越来越专，已经越来越难出百科全书式的人
物。

22Maxwell Prize(http://www.aps.org/programs/honors/prizes/maxwell.cfm)、Alfvén
Prize(http://plasma.ciemat.es/alfven.shtml)以及前面提及的Dawson Award。至2012年，
华人陈骝教授是少有的几位同获这三项奖的人之一。这几项奖项均是提名制而非申请制，因
此均是同行评议推荐所产生，它能反映一个领域最重要的工作及贡献者。其不足在于获奖者
多是功成名就多年者，难于反映新近的进展及年轻一代中的佼佼者。另外也值得参考的列表
是美国物理学会会士(APS fellow http://www.aps.org/programs/honors/fellowships/)，截
止2016年，等离子体物理相关的华人非完整名单包括：刘全生(1980)、陈骝(1981)、吴京生(1984,
Wu, Ching-Sheng)、Chu, Ming Sheng (1990)、蔡诗东(1991, Tsai, Shih-Tung)、陈锡熊(1988,
Chan, Vincent S.)、Lin, Anthony Tung-hsu (1988)、陈秋荣(1991, Cheng, Chio Z.)、李为力(1992,
Lee, W. W.)、Lao, Lang L. (1992)、黄敬立(1993, Wong, King-Lap)、向克强(1995, Shaing,
Ker-Chung)、吉瀚涛(2004)、傅国勇(2006)、林志宏(2006)、林郁(2007)、丁卫星(2010)、王晓
钢(2011)、陈杨(2013)、盛政明(2013)、秦宏(2014)、Yin, Lin (2014)、Ping, Yuan (2015)、Chen
Hui(2016)、刘钺强(2016)，等。

23[Tang2002] Tang, W. M., Advanced computations in plasma physics, Physics of Plasmas, 2002,
9, 1856-1872.及[Tang2005] Tang, W. M. & Chan, V. S., Advances and challenges in computational
plasma science, Plasma Physics and Controlled Fusion, 2005, 47, R1.

24主要是中国加入了国际热核聚变堆（ITER）计划的刺激作用。目前美国和欧洲是第一梯
队；日本是第二梯队；俄罗斯、中国、韩国及印度等属于第三梯队。苏联曾是第一梯队，
其24卷Reviews of Plasma Physics依然是这一领域的经典文献，但解体后大量顶尖科学家流失，实
力下降很快。

http://www.aps.org/programs/honors/prizes/maxwell.cfm
http://plasma.ciemat.es/alfven.shtml
http://www.aps.org/programs/honors/fellowships/
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图 1.3: 聚变（或等离子体物理）研究处在玻尔、爱迪生和巴斯德四象限中的巴斯
德区，取自[Tang2002]

有限制的，当既需要看到大结构，又需要正确描述小结构时，格点数就需越来越
多，因此即使是现代计算机，对高雷诺数（Reynolds number）的湍流模拟也无能
为力。

图 1.4: 等离子体物理中巨大的空间时间尺度是理论和模拟很大的挑战，取
自[Tang2005]

要解决旧问题，一种方法是做的更细，另一种是发展全新方法。图1.5是发展新
模拟工具的大致框图。这通常已经不是单个人能解决的了，需要计算机、数学、
物理及工程等各方面专家的联合。

关于聚变方面新的挑战，粗略可参考以下两份报告文档（有利于读者了解一些
宏观的计算等离子体方面的挑战，并且文档中有不少精致的图片，可作为读者进
行数据处理和可视化的参考）：

1. “Scientific and Computational Challenges of the Fusion Simulation Project
”Journal of Physics: Conference Series, SciDAC* Conference (June, 2008)
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图 1.5: 发展有效模拟工具作新发现的大致框图，取自[Tang2005]

*SciDAC = “Scientific Discovery through Advanced Computing”

2. DoE 2010: “Grand Challenges in Fusion Energy Sciences and Computing at
the Extreme Scale”http://www.er.doe.gov/ascr/ProgramDocuments/Docs/

FusionReport.pdf

最新的一篇介绍性文献可以参考[Fasoli2016]。
另外，在不发展新的计算模型的前提下，目前依靠计算机的计算速度，GPU是

很有前景的一种选择。

1.4 本本本书书书内内内容容容

对于计算等离子体物理，国外有不少流传广泛的书籍，如[Birdsall1991]、[Hock
ney1988]、[Tajima2004]25以及近年的[Jardin2010]；国内也出版过几本，如[傅竹
风1995]、[邵福球2002]、[王闽1993]；也有一些流传不那么广的，如[Büchner2003]、[
Dnestrovskii1986]等。虽然这些书籍各有特点，但笔者认为目前还缺少一本操作性

25[Tajima2004]是一本非常高质量的书（实际成书于1988年），强烈建议每位做等离子体物理模
拟的都能认真读读，它将帮助你学会如何判断和选择数值格式，对数值模型的理论分析有极好的介
绍。另，其处理的范围很广，且有深度，即使是做解析理论的人也可从中获益。很可惜，许多即使
手头有这本书的数值专家，也没能真正用好。不清楚是否因为其写法过于理论导致许多人不愿细
读。Toshiki Tajima（田嶋稔樹），硕士（1973）导师为Setsuo Ichimaru，年轻时与当时美国等离
子体物理领域几乎许多重要人物均有交流。他目前主要工作在激光方面，最知名的是发明激光电子
加速。他的不同阶段加起来的研究极为广泛，不仅涵盖等离子体物理几乎所有分支（空间、天文、
磁约束、激光）的理论、模拟和实验，甚至还包括其他物理分支及医学，且各方面均质量不低。

http://www.er.doe.gov/ascr/ProgramDocuments/Docs/ FusionReport.pdf
http://www.er.doe.gov/ascr/ProgramDocuments/Docs/ FusionReport.pdf
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强（可直接上手）、易于入门并且涵盖内容尽可能全面的书籍。[Birdsall1991]、[
Hockney1988]及[邵福球2002]主要讲粒子模拟（PIC），内容非常详尽，但也未能
包含近十几年快速发展的delta-f算法和回旋动理学（gyrokinetic）算法。[Tajima2004]涉
及较广，是质量较高的一本书，不仅对数值研究有用，对理论研究也有一定的参
考价值，但不太适合初学者，且以算法和算法理论为主，它可作为本书的进一
步读物。[Jardin2010] 探讨了较多磁约束聚变模拟方面的问题。[傅竹风1995]在
空间物理中是非常实用的一本书，[Büchner2003]也主要针对空间（space）物
理。[Dnestr ovskii1986] 内容较老，但关于托卡马克输运的部分依然有参考价
值。[王闽1993]主要还是介绍理论，涉及数值模拟的部分只介绍了简单情况的粒子
模拟（如，1&1/2D电磁模拟）。另外，[蒋伯诚1989] 关于计算物理谱方法的书中
有专门的一章讲FFT应用于等离子体物理粒子模拟。[宫野1987]中也涉及一些等离
子体物理相关的算例。

本书期望弥补理论工作者与数值工作者之间的间隙，既讲物理又讲数值。它不
仅是等离子体物理数值模拟的入门教材，也可帮助理论学者和实验学者熟悉数值
工作的模式，并通过数值模拟加深对物理的理解。基于这一特点，本书没有花大
篇幅分析算法细节、讲并行计算、提及各种较深的数值技巧等，并不适合数值学
者。关于数值算法和技巧等方面，可参考国内已出版书籍[傅竹风1995]，国外出版
的书籍[Tajima2004]、[Jardin2010]等。另外，本书未涉及复杂（尘埃）等离子体、
量子等离子体等非传统等离子体物理。再者，由于本书以数值模拟为主，除了给
出必要的公式外，理论背景不会过于详尽，即使讲理论也主要是对其他书中未涉
及的部分做必要补充。从这个角度看，本书也不是完全自洽的书，需要读者有一
定的等离子体理论基础。通常情况，读者在学习完[Chen1984]，或[李定2006]、[马
腾才1988]、[王晓钢2014]等教材即可理解本书所涉及的内容。另外，从简约清晰
而又门槛不高的角度，[Gurrent2005]可能是较好的一本。如果能尽可能掌握[胡希
伟2006]则最好，这是国内等离子体物理方面有深度且质量较高的一本理论教材，
许多方面不亚于国外的几本广为流传的教材。如果不限于正式出版的书籍，中
科大郑坚的等离子体理论讲义也很值得参考。本书较多涉及受控磁约束方面，其
理论较复杂，中文书籍可阅读[宫本健郞1981]，英文可参考[Wesson2004]（也有后
续更新版）、[Hazeltine1992]或[White2001]，或者也可阅读简练的[Kikuchi2011]。
惯性约束纯理论要求并不高，感兴趣的读者可参考[Kruer2003]或[Atzeni2008]。其
他如空间、低温等离子体方面，学习本书的话参考一些基础教材应该就够用。当
然，国内还有许多其他研究方向可参考的基础等离子体物理书籍，尤其早期自己
写的或译作，这里不一一提及。在10.9节提供的信息和附件的books.html中，读
者也可找到更丰富的参考资料。还需提及的是，本书编排与传统有许多不同，有
些章节按传统应该排在一起，这里可能会分散到多处。有些看起来不应放在一起
的，偏偏放在一起了。对于这些，本书有自己的逻辑。可能读者慢慢会觉得本书
目前所选的编排体系确实更好，也可能不会。

“In learning the sciences examples are of more use than precepts. ” - 1707, Sir
Isaac Newton，讲原理的书和文章有许多，本书提供更多的会是应用实例，这样应
该更能帮助初学者学会如何自己动手做。对于各种实例的处理遵循Kadomstsev（1965）
的方针26：“优先考虑简单性。”

本书各章节大致内容如下：

26取自H.阿尔文，《宇宙等离子体》，科学出版社，戴世强译，1987，原句“当严格性看来要与
简单性发生矛盾时，优先考虑简单性”。在本书，矛盾在于，太严格则导致篇幅太长，且易于纠缠
于细枝末节而掩盖关键的内容。
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1. 第1章 绪论：介绍计算等离子体物理的内容、历史、新挑战，及本书的内
容。

2. 第2章 数据处理与可视化：介绍等离子体物理中常用的数据处理和可视化方
法。

3. 第3章 算法效率与稳定性：介绍一些基本算法的效率及稳定性分析问题。

4. 第4章 单粒子轨道：处理单粒子在电磁场中运动的问题，包括一般轨道和导
心轨道。

5. 第5章 磁流体：处理一些磁流体框架下的问题，如各种模的图示、撕裂模的
模拟、平衡问题、气球模问题。

6. 第6章 等离子体中的波与不稳定性：处理冷等离子体、多流体、动理学和回
旋动理学的色散关系，包括模拟和数值解。

7. 第7章 等离子体中的碰撞与输运：介绍碰撞和输运的基本处理方法，及一些
算例。

8. 第8章 动理学：介绍粒子模拟（PIC）和连续性解法求解动理学问题，包括
传统解法及delta-f和回旋动理学解法。

9. 第9章 部分非线性问题和其他问题：选择性介绍等离子体物理中常见的非线
性问题及其数值处理，以及其他部分问题。

10. 第10章 附录：提供一些不太容易归入正文但有用的辅助信息。

应该要注意的是，数值模拟不单纯是解方程和提供漂亮的图片之类，更重要的
是提供insight，所以与理论的对比是很重要的环节，这通常在许多数值计算的书
籍中被忽视。必须强调，要有足够的理解，才能避免“Garbage in, garbage out“。

“The computer understands the answer but I don’t think you understand the
answer.” - Weisskopf27

最后，在读完本书后，读者可回头再来看这个绪论。另外针对有不同追求的读
者有一句话建议

• 有志于模拟上有大成者：熟练[Tajima2004]，包括完整解答其中的习题；

• 有志于理论上有大成者：熟练Mathematica软件，比如各种符号计算和可视
化技巧；

• 有志于实验上有大发现者：掌握尽可能多的现代数据处理方法；

• 对计算机有极大兴趣者（geek）：别忘了物理；

27Victor Frederick Weisskopf (1908.09.19–2002.04.22)，出生于奥地利的美国理论物理学家，
博士导师为玻恩和维格纳，博士后分别跟随过海森堡、薛定谔、泡利和玻尔。博士生中有名的
有Kerson Huang（黄克逊）、J. D. Jackson、Murray Gell-Mann和Robert H. Dicke。
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• 其他类型的读者：暂无建议，本书可能已经够用或者完全没用。

当然，以上不是必须的，但是如果你能，那为什么不呢？“磨刀不误砍柴
工”，掌握它们，将使你进入一个新的台阶，视界更开阔，思如泉涌，此前纠
缠数天、数月乃至数年而无果的问题可能能在几分钟、半天或者数天内就彻底解

决，且极漂亮。
本书涉及的主题较多，许多小节实际上是要花几周甚至几个月以上的研究课

题，因此并不要求读者对每部分都熟悉，只需要摘取自己需要的部分就行。由于
篇幅限制，本书大部分主题的代码和背景只给出了概要，保证它们是可直接上手
算出结果的，而要理解对应的代码每一行的细节，有时并不是那么容易的。读者
不应该寄希望于这里提供的代码完全不作修改就能完美运行于所有场合。它们大

部分可能都需要作较多修改（包括作图部分、算法优化、细节调整）才能用于读
者的具体研究，因此读者如果用到了这里的任何代码，最好是尽量先去理解它。
比如第6章提供了算朗道阻尼数值根的代码，其色散关系部分可以修改为许多其他
问题（如平板离子声波、托卡马克中测地声模）的色散关系，但如果不理解待求
解的问题的背景、fsolve的工作原理和Z函数的实现，可能就完全不知道如何设置
初始猜测值、控制计算精度，从而找不到根或者找到的是数值不准导致的很乱的
假根。由于未理解代码或算法工作原理而误用的例子比比皆是，这里还是要不断
强调：理解、理解、理解。

习习习题题题

1. 重力与静电力的大小相差10−38的量级，也即，假设太阳和地球都只偏离电中
性极小，它们之间的静电相互作用就远大于重力。那么，为何我们敢只用引
力计算行星的运动呢？请找出任何一个合理的理由。（提示：重新思考开普
勒第三定律背后的含义。这个习题可告诉我们等离子体中的电中性条件能精

确到何种程度。）

2. 当德布罗意波28长与粒子间距接近时，就需要考虑量子效应。二十世纪初，
洛伦兹考虑金属中电子时的电子气体模型并未成功，但反而最后在等离子体
中用上了，即所谓的认为离子不动的洛伦兹等离子体。分别计算10eV （典
型电离能）、10keV（聚变典型温度）时可以不用量子力学的最大密度。

3. 说服自己，在计算等离子（朗缪尔）振荡时，用eφ/kBT � 1作小量展开是
合理的，也即等离子体中相互作用势能远小于动能。（提示：绕核运动的束
缚电子动能与势能同量级。）

4. （开放性问题）简单的理论计算，我们可以得到德拜屏蔽的特征长度λD =
(n0q

2/ε0kBT )−1/2及德拜势29φ(r) = q/(4πε0r) exp(−r/λD)。然而，要通过模
拟得到精确的德拜长度，尤其各种非理想效应对其的影响，却并非容易的

28德布罗意公式最多只是自由运动单粒子的“量子力学”，它尚能被看懂，到多粒子及含相互作
用势的真正的量子力学，则复杂的多，但我们能解释的问题也更多。“More is different”(Science,
1972, 177, 393-396)，P. W. Anderson(1923.12.13- )这句文章标题非常形象。这在等离子体中单粒
子理论与动理学或流体理论间，也异曲同工，多体是复杂性之源。

29形为exp(−µr)/r，也称为Debye-Hückel势或汤川（Yukawa）势。µ→ 0的极限退化为引力或静
电力反平方力的势。
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事。读者可思考该问题，看能否找到一种好的模拟或数值方法。（注：部分
可参考“Theory and Simulation of the Test Particle Debye Cloud,”Huang,
Hsin-Chien, PH.D. Thesis, UCLA (1988).）



第第第 2章章章 数数数据据据处处处理理理与与与可可可视视视化化化

“The most exciting phrase to hear in science, the one that heralds the most
discoveries, is not ‘Eureka!,’ but ‘That’s funny · · · ’”

- Isaac Asimov (1920-1992)
希望读者在这一章开始就能发现好玩的。

实验和模拟的原始数据经过处理和可视化才能更有效的展示出其中的关键

信息，它非常基础，但很重要。因此，本书把这部分内容放在最开始。本书不
过多介绍一般教材中就能找到的一些基础理论，有必要则请参考其他专门书
籍。如，[彭芳麟2004]就是一本较好、较直观的入门参考书。[彭芳麟2002] 、[彭芳
麟2010] 和[刘金远2012]的诸多内容对入门等离子体物理数值模拟的人也有参考价
值。本书（不限于本章）许多未细涉及的计算数学内容可以在一些总结较全的书
中找到，如[冯康1978].

2.1 谱谱谱分分分析析析

这里，只介绍几个实例，对谱分析（spectral analysis）理论及计算细节以及更
多应用实例不作过多介绍1，有必要则请参考其他书籍，如前面提及的几本。等离
子体物理中常用的谱分析方法的理论介绍可在[胡希伟2006]的13.1节中找到，建议
数据处理较多的读者在看本书的实例时作为辅助，加深理解。

2.1.1 傅傅傅里里里叶叶叶变变变换换换

实际信号可能看起来杂乱无章，或者大致可看出一些周期性，但又很难直接判
定其中的周期，此时傅里叶变换（Fourier transform，FT）是非常有用的工具。
基本正逆变换公式为

f̂(ξ) =

∫ ∞

−∞
f(x)e−2πixξdx,

f(x) =

∫ ∞

−∞
f̂(ξ)e2πixξdξ, (2.1)

1谱分析或信号处理，目前已经很专门，甚至已经形成了一门学科。对于主要工作在作数据处理
的读者（如磁约束聚变诊断数据、空间卫星数据）来说，本书介绍的内容是远远不够的。请相信
我，即使你在等离子体物理这一学科中不做推导、不亲手做实验，而只是作数据处理，同样可以做
出顶尖水平的贡献。这通常是，你用了很特别的处理，发现了别人未能发现的新东西。君不见，高
度近视但拥有第谷丰富精确数据的开普勒么？

13
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其中在实际应用中有各种变体，比如2πxξ改用kx或者ωt。不同的形式，导致归一
化系数2π出现在不同的位置。而离散的傅里叶变换库中，对于不同的软件包有时
也需要特别注意正负对称性，可能需要作相移等操作，因此在使用前最好用简单
的函数进行测试，保证无误。
例：构造如下的信号2

y(t) = 0.1 sin(15× 2πt+ 0.1π)× exp(0.1t)− 0.4 cos(5× 2πt+ 0.7π)

+ 0.8 sin(2× 2πt− 0.1π) + 1.0× rand(t). (2.2)

由于上式有多个频率，又加了随机数，且有指数增长项，直接观察，是很难看
出信号规律的。

用MATLAB（也可自己用其他方式，如EXCEL、C、C++、FORTRAN）生
成一组数据

1 t =0 : 0 . 0 1 : 1 0 ;
2 yt =0.1.∗ s i n ( 1 5 . ∗ 2 .∗ pi .∗ t +0.1∗ pi ) .∗ exp ( 0 . 1 . ∗ t ) −0.4.∗ cos ( 5 . ∗ 2 . ∗ . . .
3 pi .∗ t +0.7∗ pi ) +0.8.∗ s i n ( 2 . ∗ 2 . ∗ pi .∗ t−0.1∗ pi )+rand (1 , l ength ( t ) ) ;
4 p lo t ( t , yt ) ;
5 f i d = fopen ( ’ y t t . txt ’ , ‘w’ ) ; out=[ t ; yt ] ;
6 f p r i n t f ( f i d , ’%6.2 f %12.8 f \n ’ , out ) ;
7 f c l o s e ( f i d ) ;

0 2 4 6 8 10
−1.5
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0.5

1

1.5

2

2.5
yt−t
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yt

图 2.1: 利用(2.2)产生的一组典型信号

在实验数据分析处理中，Origin是一款较优秀的软件，甚至不需要编程，而只
用简单的鼠标操作就可。它在化学实验、其他物理分支（如凝聚态物理）等极常

2其中最后一项的均匀随机分布也常称为白噪声（white noise），其谱分布也是均匀随机的（扣
除零频的均值）。非白噪声，如color noise、red noise，尽管信号也随机，但谱分布非均匀，比如
时间信号主要在高频或低频，或空间信号主要在长波或短波。当然，δ 函数的谱也是全空间均匀
的，但没有这里说的随机性。
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用。等离子体物理中数据量不大时，也可完全用Origin处理或预处理。本书在处理
每一问题时，尽可能用最合适的工具，也同时使读者能对各种工具有一些了解，
以后能为自己所用。前面这个例子，我们用Origin来处理应该是最便捷的。导入前
面生成的“yt t.txt”数据

图 2.2: Origin 8.0中导入数据

选定B(Y)信号，顶部菜单栏“Analysis –Signal Processing –FFT - FFT”，

图 2.3: Origin 对数据的频谱分析
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从频谱图，可清楚的看到原始信号中所包含的频率和幅值信息，而且与(2.2)的
公式完全吻合。其中0Hz 的来自随机数，随机数的均值约为0.5，在频谱图中也得
到了反映；而15Hz 的信号由于加了指数增长项，幅值比原公式中的稍大。实际
上，经过简单的推导，会知道指数增长或衰减会影响谱的宽度，谱的形状近似为
洛伦兹分布3形式

∝ 1

(ω − ω0)2 + γ2
(2.3)

其中ω为基频（频率实部），γ 为频率虚部。如果时间无限长，一个正弦或余弦信
号的谱会是一δ 函数，但实际上不会有无限长的信号，这是谱宽度的另一来源（量
子力学中测不准原理同理）。

磁约束实验中，一个入门者常问的问题是，如何看极向和环向 模数m，n。通
常，低模数，直接肉眼就可看出，只需数峰值个数；高模数，尤其是多模时，则
可用傅里叶分析。由于探针数有限，模数测量一般限于低模数。

下列Matlab代码产生极向模数m = 0 − 7的截面示意图，结果如图2.4。其中用
到一个高斯分布形式的径向函数，可以看作是径向模结构。实际中的模结构通常
也是有一个峰值（模局域的位置），然后向两边衰减。

1 [XX,YY]=meshgrid ( −1 :0 . 01 : 1 ) ;
2 [Q,R]= ca r t2po l (XX,YY) ;
3 R( f i nd (R>1) )=NaN;
4 f o r m=0:7
5 subplot (2 , 4 ,m+1) ;
6 pco lo r (XX,YY, exp (−50.∗(R−0.5) . ˆ 2 ) .∗ cos (m∗Q) ) ;
7 t i t l e ( [ ’m=’ , num2str (m) ] ) ;
8 shading i n t e rp ;
9 end

一般的实验或模拟，均可看到类似的截面图，极向模数m 可直接看出（注意：
如果多模耦合，可能会误判）。其中m = 04 的模也通常称为带状流（Zonal flow，
同时需n = 0）。在Tokamak中，最明显的通常为k‖ = (nq −m)/qR ≈ 0的5 波（扰
动），因此可近似认为环向模数n ≈ m/q，其中q为模局域位置的安全因子。

2.1.2 窗窗窗口口口傅傅傅里里里叶叶叶变变变换换换

聚变实验和空间卫星观测，经常可看到频率随时间变化的信号，此时直接傅里
叶变换已经不能满足要求。

3高斯分布（正态分布）和洛伦兹分布是最常见的两种谱分布。也常用来拟合或建模，后者在计
算上常会简单。另，高斯分布（还可乘以厄米特函数）傅里叶变换后形式不变，依然是其自身。假
定气体分子速度分布，左右对称，三个维度互相独立，有f(v2

x + v2
y + v2

z) = f(v2
x)f(v2

y)f(v2
z)，取其

最简单又合乎物理意义的根，立即可得到高斯分布，即麦氏分布。这是麦氏分布最简单的推导方
法。

4即kθ = 0，对于kr = 0的条状结构，一般称为streamer，该词暂无统一的翻译，有时译为“川
流”、“闪流”，或者干脆译为“径向流状结构”。

5可从两个角度看：1. 把磁力线看成弹性弦，波长(λ = 2π/k)长的通常更易被扰动，从而更明
显；2. 对于固定频率，考察朗道阻尼，ω = kv ，波长越短，对应的共振速度越小，共振粒子多，

阻尼大而不明显。k‖ = b̂ ·
(
kϕϕ̂− kθ θ̂

)
= Bϕϕ̂+Bθ θ̂

B0
·
(

n
R ϕ̂−

m
r θ̂
)
'
(
ϕ̂+ r

qR θ̂
)
·
(

n
R ϕ̂−

m
r θ̂
)

=
nq−m

qR 。



§ 2.1 谱分析 · 17 ·

图 2.4: 极向模数m = 0− 7，示意图(后附彩图)

我们来构造一个含多个频率且频率随时间变化的信号，为节省篇幅，信号的
表达式不单独写出（后文多处都会采取这种做法），可在代码中看到，它由一个
随时间正比增加的信号及一个固定频率但强度增加的信号，再加一些随机扰动组
成。

1 Fs = 1e3 ; % Sampling f requency
2 T = 1/Fs ; % Sample time
3 L = 5e3 ; % Length o f s i g n a l
4 t = ( 0 :L−1)∗T; % Time vec to r
5 % Sum of a 60∗ t Hz s i nu s o i d and a 120 Hz s i nu s o i d
6 x = 0.7∗ s i n (2∗ pi ∗60∗ t .∗ t ) + cos (2∗ pi ∗50∗ t ) .∗ exp (2∗ pi ∗50 .∗ t ∗0 .001) ;
7 y = x + 2∗ randn ( s i z e ( t ) ) ∗1e−1; % S inuso id s p lus no i s e
8 subplot (121) ; p l o t (Fs∗ t , y ) ; ax i s t i g h t ; x l ab e l ( ’Time (ms) ’ ) ;
9 t i t l e ( ’ S i gna l Corrupted with Random Noise ’ ) ;

10

11 subplot (122) ; [ S ,F ,T,P]= spectrogram (y ,128 ,120 ,128 ,1E3) ;
12 s u r f (T,F,10∗ l og10 (P) , ’ edgeco l o r ’ , ’ none ’ ) ; ax i s t i g h t ; view (0 ,90 ) ;
13 x l ab e l ( ’Time ( s ) ’ ) ; y l ab e l ( ’Hz ’ ) ; t i t l e ( ’ Frequency ( t ) ’ ) ;

利用Matlab的spectrogram(x,window,noverlap,nfft,fs)函数，具体用法见Matlab的
帮助文件，结果如图2.5。其中频率图中增长的信号到最高点后发生转折，这是由
于离散傅里叶变换的对称性导致的，所谓的Aliasing效应（取样率低导致的混淆频
率）。在这张图中显示出来，也是提醒读者在使用傅里叶变换时要注意区分哪些
是真实的、哪些是虚假的6。一般，提高采样频率和采样时长，信号的真实性和准
确性会更佳。

下面是一组西南物理研究院HL-2A托卡马克装置实验数据（由陈伟提供）的处
理示例，采样频率1MHz，即间隔1μs进行一次采样7。

6一些正式发表的学术论文中，这种把虚假信号误作物理信号的情况时有发生。
7空间卫星数据，一般是4s/次，精细处为0.4s/次，更精细处0.04s/次。这也是考虑了数据量的

问题。短时观测特定现象可单独取更高的数据频率。这主要是因为空间中各种典型的波（回旋波、
阿尔芬波等）频率都不高。天文望远镜或巡天装置数据量极大，比如>100GB/s，对数据处理的效
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图 2.5: 窗口傅里叶变换，得到频率随时间的变化(后附彩图)

1 load ( ’ data . mat ’ ) ;
2 subplot (221) ; p l o t ( t , a ) ; ax i s t i g h t ;
3 x l ab e l ( ’ time (ms) ’ ) ; y l ab e l ( ’A ’ ) ; t i t l e ( ’ ( a ) S i gna l ’ ) ;
4 subplot (222) ; specgram (a ,1024 ,1 e3 , hanning (512) ,120) ;
5 x l ab e l ( ’ time (ms) ’ ) ; y l ab e l ( ’ f (kHz) ’ ) ; t i t l e ( ’ (b) Frequency ’ ) ;
6 subplot (223) ; p l o t ( t , a ) ; ax i s t i g h t ;
7 x l ab e l ( ’ time (ms) ’ ) ; y l ab e l ( ’A ’ ) ; t i t l e ( ’ ( c ) S i gna l ’ ) ; xl im ( [ 5 0 0 , 7 0 0 ] ) ;

yl im ( [ − 0 . 5 , 0 . 5 ] ) ;
8 subplot (224) ; specgram (a ,1024 ,1 e3 , hanning (512) ,120) ;
9 xlim ( [ 5 0 0 , 7 0 0 ] ) ; yl im ( [ 0 , 4 0 ] ) ;

10 x l ab e l ( ’ time (ms) ’ ) ; y l ab e l ( ’ f (kHz) ’ ) ; t i t l e ( ’ (d) Frequency ’ ) ;

结果如图2.6。可以看到，信号主要在几十kHz范围或者200kHz以下。对于托卡
马克装置，许多频率也均在该范围8，如各种阿尔芬本征模（TAE、BAE等）、测
地声模（GAM）等。图中频率随时间变化，通常与非线性有关，但也可能是线性
的扫频现象。放大的图(c)和(d)中的主要模式被诊断为鱼骨模(fishbone)，具体的诊
断判据超出了本书的范围。

以上两例中窗口傅里叶变换(WFT)用的是Hanning窗；如果不加窗(即用矩
形平移窗)，会由于频谱泄露或栅栏效应等而使结果很不平滑9。常可听到盖

柏(Garbor)变换的概念，广义上就是指窗口傅里叶，狭义则特指高斯型窗函数
的窗口傅里叶变换。不加区分，也可归为所谓的短时傅里叶变换(STFT)。

进一步，我们还可以发挥想象力，展示变频信号，用音频或许比图像更有感
觉，需要做的仅仅是把实际信号映射到人类听力范围内的信号(约20-20000Hz)。聪
明的读者应该很快就知道具体怎么操作，因此留作练习(习题3)。

率有更高的要求。
8在10.1小节提供的“等离子体物理常用参数计算器”，可便捷的获得各种频率的定量值。
9读者可试试看。另，傅里叶变换(尤其数值傅里叶变换)中有许多奇奇怪怪的现象出现，它没

有想象中的难理解但也没有想象中的易理解。比如，以至于[林家翘2012]( 林家翘，L.A.西格尔(作
者)，谈镐生(注释解说词)，赵国英，朱保如，周忠民(译者)，《自然科学中确定性问题的应用数
学》，2012)中都专门花不少篇幅讨论了一个曾令数学家困惑的傅里叶变换问题：所谓的Gibbs现
象，也即在FT的跳变边界处并不精确，而是出现快速振荡结构。
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图 2.6: HL-2A实验信号的频率-时间图，(c)和(d)为放大后的信号(后附彩图)

2.1.3 小小小波波波变变变换换换

单纯的傅里叶变换有时并不够用，尤其有多个频率尺度时。这时，基于傅里叶
变换改良而来的小波变换(wavelet)一定程度上可以弥补许多传统傅里叶变换不足
之处。

小波变换主要是在原傅里叶变换的基础上加了称为小波基函数的东西，针对不
同需求，有各种不同的基函数。与窗口傅里叶变换中的基函数不同在于，小波变
换的基函数(母小波)是振荡的(所谓的“波”)，能量有限且总正负无穷积分为零，
对于前面WFT的两个算例，用小波变换（如Matlab中的wpdec函数），也是可

以看出信号频率变化规律的，但是其实效果并不如WFT。信号去噪或许更能让读
者对小波变换的作用有直观认识。

1 t =0 : 0 . 0 1 : 1 0 ;
2 yt0=s i n ( p i .∗ t ) +0.5 .∗ cos ( 2 . 0∗ pi .∗ t ) ;
3 ytn=yt0 +2.0 .∗ ( rand (1 , l ength ( t ) ) −0.5) ;
4 % [XD,CXD,LXD] = wden(X,TPTR,SORH,SCAL,N, ’wname ’ ) ;
5 % wname : ’ db1 ’ or ’ haar ’ , ’ db2 ’ , . . . ’ sym2 ’ , . . . , ’ sym8 ’ , . . .
6 ytd=wden( ytn , ’ minimaxi ’ , ’ s ’ , ’ one ’ , 5 , ’ db3 ’ ) ;
7 f i g u r e ; s e t ( gcf , ’ DefaultAxesFontSize ’ ,15) ;
8 subplot (211) ; p l o t ( t , ytn ) ; t i t l e ( ’ no i s e data ’ ) ; yl im ( [ − 2 . 5 , 2 . 5 ] ) ;
9 subplot (212) ; p l o t ( t , yt0 , t , ytd , ’ r ’ ) ; yl im ( [ − 2 . 5 , 2 . 5 ] ) ;

10 l egend ( ’ o r i g i n a l data ’ , ’ de−no i s i ng data ’ ) ; l egend ( ’ boxo f f ’ ) ;

一个去噪示例如图2.7。其中wden函数中可选不同的去噪层数N，及不同的小波
基函数wname。
例子中的噪声已经与信号本身可比，小波去噪的效果还是很明显的，基本重建

出了原始信号。可以这样理解，噪声信号有各种频率，小波把远离系统特征频率
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图 2.7: 小波分析去噪示例

的信号滤掉了，但并不能滤掉所有，因此能大致恢复原特征信号。
小波的应用远不只此10，本书只能浅尝辄止了。

2.1.4 关关关联联联谱谱谱分分分析析析

谱分析的强大之处远不在于只是单纯的提取出时间信号中的频率信号，对傅里
叶谱作各种其他（主要是统计的）处理，可以获取系统中更多隐藏的关联信息，
如一些非线性的物理。

比如，双谱（bispectral）或双相干谱（bicoherence）分析可以帮助我们鉴别系
统中某一频率模式是原发性的还是通过其他模式非线性耦合产生的。这在湍流或

非线性多波耦合分析中常用。早期是直接看功率谱，考察能量的转化（如高频到
低频、短波到长波）等过程。
关于高阶谱分析，可以在网上找到现成的工具包，如HOSA（Higher Order

Spectral Analysis Toolbox），其中同时提供详细介绍高阶谱基本知识的用户手
册。

我们用HOSA现成的函数（bicoher）和数据“qpc.dat”。原始数据由0.10、0.15和0.25
Hz三个二次相耦合谐波（quadratically phase-coupled harmonics）及0.40Hz非耦合
（uncou pled）的谐波组成。每组数据有64个数据点，共64组数据。

1 load qpc
2 n f f t =64;
3 f i g u r e ; s e t ( gcf , ’ DefaultAxesFontSize ’ ,15) ;
4 subplot (221) ; s u r f c ( zmat ) ; ax i s t i g h t ; g r id on ;
5 t i t l e ( ’ Or i g i na l data ’ ) ; x l ab e l ( ’ time ’ ) ; y l ab e l ( ’ r ecord #’ ) ;
6 f t s p e c=f f t 2 ( zmat , n f f t , n f f t ) ;
7 f t s p e c=f f t s h i f t ( f t s p e c ) ;

102017年阿贝尔奖授予的Yves Meyer，就是因为其在小波理论的发展中所发挥的重大作用。
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8 waxis = [− n f f t / 2 : ( n f f t /2−1) ] ’ / n f f t ;
9 subplot (222) ; contour ( waxis , waxis , f t s p e c ) ; g r id on ;

10 t i t l e ( ’FFT ’ ) ; x l ab e l ( ’ r ecord ’ ) ; y l ab e l ( ’ f ’ ) ;
11

12 subplot (223) ; dbspec=bicoher ( zmat , n f f t ) ;
13 t i t l e ( ’ Bicoherence ’ ) ;
14 subplot (224) ; dbspec=bicoher ( zmat ( 1 : 2 0 , : ) , n f f t ) ;
15 t i t l e ( ’ Bicoherence , l e s s data ’ ) ;

结果如图2.8。代码中第二幅图我们用到二维傅里叶变换，从横坐标（竖线）
可以看到各组采样间是无频率关联的；而根据纵坐标（横线），每组采样中依稀
有0.10、0.15、0.25 和0.40Hz四个频率。把64组数据全部用上，12个峰值点对应的
恰好就是0.10、0.15和0.25Hz 三个间的耦合，而0.40Hz由于无关联，并不在相干谱
中出现。如果数据点少，关联信息的精度不高，如第四幅图。
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图 2.8: 关联谱分析示例，双相干谱

另一个有意思的例子是太阳黑子，HOSA用户手册中用双谱等手段等分析
出5.3年和10.6年有很强的耦合以及其他背后信息。

2.1.5 包包包络络络分分分析析析

有时对信号的快变部分不感兴趣，而需要描绘信号的包络（envelope），这就
需要用到包络分析。

包络提取可有多种方法，比如，直接法

1 t = 0 : . 0 5 : 5 0 0 ;
2 x0 = s in ( t ) +1.1.∗ s i n ( 1 . 1∗ t ) ; % s i g n a l data
3

4 y=x0 ; x=t ;
5
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6 interpMethod=’ s p l i n e ’ ; %’ l i n e a r ’ , ’ s p l i n e ’ , ’ cubic ’
7 extrMaxValue = y( f i nd ( d i f f ( s i gn ( d i f f ( y ) ) )==−2)+1) ;
8 extrMaxIndex =f i nd ( d i f f ( s i gn ( d i f f ( y ) ) )==−2)+1;
9 extrMinValue = y( f i nd ( d i f f ( s i gn ( d i f f ( y ) ) )==+2)+1) ;

10 extrMinIndex = f i nd ( d i f f ( s i gn ( d i f f ( y ) ) )==+2)+1;
11 up = extrMaxValue ;
12 up x = x( extrMaxIndex ) ;
13 down = extrMinValue ;
14 down x = x( extrMinIndex ) ;
15 up = int e rp1 ( up x , up , x , interpMethod ) ;
16 down = int e rp1 ( down x , down , x , interpMethod ) ;
17 x1u=up ; x1d=down ;
18

19 p lo t ( t , x0 , ’ g ’ , t , x1u , ’ r ’ , t , x1d , ’ r ’ ) ;
20 t i t l e ( ’ d i r e c t evenlope ana l y s i s ’ ) ;
21 l egend ( ’ o r i g i n a l data ’ , ’ even lope up ’ , ’ evenlope down ’ ) ;
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图 2.9: 通过差分求极值直接求信号包络

结果见图2.9，其中用到了插值，‘spline’和‘cubic’可使包络看起来较平
滑。

实际中更常用的是希尔伯特11变换技术

H{f}(y) =
1

π
PV

∫ ∞

−∞

f(x)

x− y
dx, (2.4)

其中PV代表积分主值（principal value）。6.5.2节中等离子体色散函数就是一种希
尔伯特变换，基函数为高斯函数。
以下Matlab代码给出的结果如图2.10。

1 t = 0 : . 0 5 : 5 0 0 ;

11David Hilbert (1862.01.23-1943.02.14)，德国数学家，与庞加莱并列为19世纪和20世纪初最有
影响力的的两位数学家，在多个领域均有杰出贡献，可能是数学中最后的全才。最有名的可能是其
“23个问题”，一百多年已经过去依然未完全解决，已解决的问题中引入的新技术也不时为数学带
来新革命，不仅是证明费马大定理的第十问题可称为“会下金蛋的鸡”，其他问题也大多同样重量
级。希尔伯特同时是一位杰出的教师，包括冯•诺依曼在内，许多（上百位）杰出的数学家均曾受
教于他。另外，经过他大力推进的积分方程，可能越来越重要，尤其等离子体物理的发展，对于精
确处理复杂问题，微分方程已经越来越不够用.
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2 x0 = s in ( t ) +1.1.∗ s i n ( 1 . 1∗ t ) ; % s i g n a l data
3 x1=h i l b e r t ( x0 ) ; % h i l b e r t data , x1=x0+i ∗xh
4 p lo t ( t , x0 , ’ g ’ , t , abs ( x1 ) , ’ r ’ ) ;
5 t i t l e ( ’ evenlope ana l y s i s us ing H i l b e r t trans form ’ ) ;
6 l egend ( ’ o r i g i n a l data ’ , ’ even lope ’ ) ;
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图 2.10: Hilbert变换求信号包络

其中Matlab的函数hilbert给出的是一组复数，实部是原信号，虚部是原信号
的Hilbert变换，相当于相移90度，取模就得到幅度值，即包络。严格来讲，包络
分析不属谱分析，但这里多少能有些关联，因此并入本节。

2.1.6 小小小结结结

以上，大致展示了一些基本的数据（谱）分析方法，小波分析和相干分析都属
于最近几十年发展起来的现代数据处理方法，其威力尚远未被发挥。比如相干分
析，在等离子体物理领域中，大部分人都尚未真正用到自己的研究中，更别说更
高级的数据分析手段了。有志于此者，尚大有可为。本书无法全面涵盖，本节在
此能起到导引作用，即够。

2.2 数数数据据据误误误差差差，，，平平平滑滑滑、、、插插插值值值和和和拟拟拟合合合

这一节，我们介绍数据误差及平滑、插值和拟合，它们经常被用到。

2.2.1 数数数据据据误误误差差差（（（error bar）））

尤其实验及观察的图，通常要在每个数据点上标出误差大小（error bar），这
样就能知道数据的置信度。置信度也可以反映很多信息，譬如，误差很小，那么
很可能数据背后有较明显的规律；而误差很大，那常表明，数据中可能还有被遗
漏的关键因素。

扣除测量误差等外在的，只考虑同参数获得的一组数据之间的统计信息，所谓
的error bar是很容易画的，它只需要用到数据平均和标准差等概念，Excel、Matlab等
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均可直接处理。标准差取以下两种之一

s =

[
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄)2

]1/2

, (2.5)

s =

[
1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)2

]1/2

, (2.6)

其中x̄是数据的平均值。比如，用(2.6)式，Matlab代码可如下

1 x=0:0.2∗ pi : 2 . 0 ∗ pi ; y1=2.∗ s i n ( x )+(rand (1 , l ength (x ) ) −0.5) ;
2 y2=2.∗ s i n ( x )+(rand (1 , l ength (x ) ) −0.5) ;
3 y3=2.∗ s i n ( x )+(rand (1 , l ength (x ) ,1 ) −0.5) ; yd=[y1 ; y2 ; y3 ] ; y=mean(yd ) ;
4 e=std (yd , 1 , 1 ) ; f i g u r e ; s e t ( gcf , ’ DefaultAxesFontSize ’ ,15) ;
5 e r r o rba r (x , y , e , ’ : bs ’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) ; x l ab e l ( ’ x ’ ) ; y l ab e l ( ’ y ’ ) ; hold
6 on ; p l o t (x , y1 , ’ ∗ ’ , x , y2 , ’ ∗ ’ , x , y3 , ’ ∗ ’ ) ; t i t l e ( ’ e r r o r bar ’ ) ; ax i s t i g h t ;

结果如图2.11。
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图 2.11: 数据误差显示error bar示例

以上也几乎是我们作数据误差所需的全部知识。不过，其实问题更关键在于数
据样本大小和数据精度的要求。比如，经济数据中常接受极粗糙的统计；而，粒
子物理方向，要确信说发现了某一新粒子，那么需要至少5σ(99.99994%)12的置信

度，而3σ(99.73002%)只能说是有迹象。

2.2.2 平平平滑滑滑

当数据的小结构变化太大，而我们又不希望时，通常可作平滑（smooth）处
理，使得数据看起来更光滑。数值计算中，为了保证稳定性，也常在中间过程加
上平滑处理。

12这里你再次看到高斯分布的无处不在。对于nσ，P (µ− nσ < x < µ+ nσ) = erf(n/
√

2).



§ 2.2 数据误差，平滑、插值和拟合 · 25 ·

最常见的是三点、五点、七点平滑。平滑的原理很简单，一般做法就是取原
始点及左右邻近几点的平均值作为该点平滑后的值，这样就可把小结构的起伏降
低。如果依然未达到理想，可多次平滑。

1 t =0 : 0 . 0 1 : 1 0 ; yt0=s i n ( p i .∗ t ) +0.5 .∗ cos ( 2 . 0∗ pi .∗ t ) ;
2 ytn=yt0 +0.5 .∗ ( rand (1 , l ength ( t ) ) −0.5) ;
3 yts1=smooth ( ytn , 5 ) ; % ’moving ’ , ’ lowess ’ , ’ sgo lay ’ , . . .
4 f i g u r e ; s e t ( gcf , ’ DefaultAxesFontSize ’ ,15) ;
5 subplot (211) ; p l o t ( t , ytn , ’ LineWidth ’ , 2 ) ; t i t l e ( ’ no i s e data ’ ) ; yl im

( [ − 2 . 5 , 2 . 5 ] ) ;
6 subplot (212) ; p l o t ( t , yt0 , t , yts1 , ’ r ’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) ; yl im ( [ − 2 . 5 , 2 . 5 ] ) ;
7 l egend ( ’ o r i g i n a l data ’ , ’ smooth data ’ ) ; l egend ( ’ boxo f f ’ ) ;
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图 2.12: 数据平滑示例

图2.12显示了五点平滑的效果，其中相对于wavelet去噪的算例图2.7，这里把
噪声减低了，以便更好的看出平滑的效果；如果噪声很大，平滑结果并不会太理
想。

2.2.3 插插插值值值

插值（interpolation）是指，本身没有某点的数据值，怎样用周围点的值来获
得该点尽可能合理的值。它是用离散点逆推出连续函数。它与前面的平滑及后面

的拟合不同在于，插值后的数据，原离散点的取值要保持不变，插值函数要通过
原数据点。这经常要用到，如5.5节中平衡方程求解出网格上的极向磁通后，后续
应用时，计算网格可能不一样，这时就需要作插值。图2.9则是用低精度的数据如
何使得整条曲线看起来更光滑的插值应用例子。

最简单的是线性的内插和外插。再进一步就是用多项式，可保证插值曲线更光
滑，常用有拉格朗日插值多项式、牛顿插值多项式和埃尔米特插值多项式。但，
多项式阶数通常不会取得太高，只能分段小区间插值。数据点多时，则在小区间
的连接点不一定光滑，即其导数通常不连续。样条（spline）插值可解决这一问
题。如，三次样条（cubic spline）插值是一种分段插值方法，但可保证一阶、二
阶导数均连续。
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1 x=0:0.4∗ pi : 2∗ pi ; y=s i n (x ) ; x i =0:0.05∗ pi : 2∗ pi ; y i=s i n ( x i ) ;
2 y i1=in t e rp1 (x , y , xi , ’ n ea r e s t ’ ) ; y i2=in t e rp1 (x , y , xi , ’ l i n e a r ’ ) ;
3 y i3=in t e rp1 (x , y , xi , ’ cub ic ’ ) ; y i4=in t e rp1 (x , y , xi , ’ s p l i n e ’ ) ;
4 f i g u r e ; s e t ( gcf , ’ DefaultAxesFontSize ’ ,15) ;
5 subplot (221) ; p l o t ( xi , yi , xi , yi1 , ’ r . ’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
6 t i t l e ( ’ n ea r e s t ’ ) ; ax i s t i g h t ;
7 subplot (222) ; p l o t ( xi , yi , xi , yi2 , ’ r . ’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
8 t i t l e ( ’ l i n e a r ’ ) ; ax i s t i g h t ;
9 subplot (223) ; p l o t ( xi , yi , xi , yi3 , ’ r . ’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;

10 t i t l e ( ’ cub ic ’ ) ; ax i s t i g h t ;
11 subplot (224) ; p l o t ( xi , yi , xi , yi4 , ’ r . ’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
12 t i t l e ( ’ s p l i n e ’ ) ; ax i s t i g h t ;
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图 2.13: 不同数据插值方法对比，示例

图2.13显示了几种不同的插值方法的效果，可以看到，spline插值，看起来更光
滑更接近原定的sin曲线。

以上是一维插值，实际应用中常需二维、三维甚至更高维的插值。但基本方
法是类似的，因此这里不再举例。另外，插值中其实还有许多学问，有更多的
版本。有兴趣者可找相关材料研究。等离子体模拟中，即使使用者可能没有意
识到，也默认在用的插值例子是PIC算法中，而这一步也几乎是PIC算法中最精
髓的部分。PIC的插值一般用线性插值而并不用高阶或spline等插值，一方面是线
性够用，另一方面是实际中发现高阶会带来其他问题，效果不见得更好。具体见
第8章。

插值还可以用来更快的用来求逆函数或者方程求根，比如对方程θf = θ −
r sin θ13，可以先生成0 − 2π 间θjf (θ

j)的系列离散数据对应点，这样对于这些

13取自第10.2小节的磁面坐标。
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点θj(θjf )的对应关系也就获得了，此后对于定义域中任意的θf通过插值可以求得

对应的θ。

2.2.4 拟拟拟合合合

数据拟合（fit）最有名的是最小二乘法处理线性回归14（regress）问题，拟合
的好坏由标准差定量判断。一般的电子表格软件（如微软的Excel15）对数据作图
后，选择添加趋势线，都可作简单的指数、对数、幂次、多项式等拟合。其他非
线性函数，也可通过数据变换后再进行拟合。

Matlab可用polyfit对一元函数方便的多项式拟合。进行自定义拟合，可用lsqcurvefit函
数或其自带的专门拟合工具箱。对于不愿使用过多命令代码的人来说，如前
面2.1.1小节上方傅里叶变换中所提及，数据拟合在Origin软件中也是非常方便，简
单的操作就可拟合各种复杂函数。

ITER Physics Basis

Table 2. Summary of the threshold analyses with global parameters

Low ITER Up
Excluded Num. RMSE 95% pred. 95% Constr.

Eq. tokamaks Obs. factor ne,20 BT R a S % MW MW MW eq.

(1) none 512 0.70 0.94 0.80 2.12 30.5 67 124 230 3.04

(2) none 512 1.79 0.78 0.76 1.14 0.78 28.3 53 95 169 2.36

(3) none 512 0.057 0.64 0.83 0.89 28.8 49 88 157 2.15

(4) ASDEX, TCV 432 0.041 0.69 0.91 0.96 25.2 70 116 192 2.39
COMPASS-D

(5) ASDEX, TCV 432 1.38 0.77 0.92 1.30 0.76 25.1 79 132 224 2.54
COMPASS-D

The columns from left to right indicate: the expression numbering, the tokamaks not included in the regression, the

number of time slices included in the analysis, the numerical factor, the exponents of density, magnetic field, major

and minor radius, plasma surface area, RMSE of the regression, the lower values of the 95% confidence interval (usual

definition) of the ITER prediction, the threshold power predicted for ITER, the upper 95% confidence interval, the

results of the sum determined by constraint with dimensionless parameters (see later in the text). The units used are

m−3, T, m, m2, MW.
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Figure 6. Comparison of experimental power thresholds

with the scaling expression 4 (solid line). The dashed line

is expression 4 multiplied by 0.66, and the dotted line,

which fits ASDEX, COMPASS-D and TCV data, is 60%

above expression 4.

The H-mode being determined by conditions at
the plasma edge, the power flux across the edge,
PL = Pheat − dW/dt− P core

rad , is a global parameter
better suited to describe the power threshold. The
radiation inside the separatrix, P core

rad , can be sub-
tracted only for some of the analyses because of
the limited data available. This excludes devices,
increases the RMSE of the regression [272,273] and is
not taken into account here. Further data and work
are necessary to obtained a reliable result.

To analyse the database one may also be guided
by the observation that, for fixed values of the con-
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Figure 7. Comparison of experimental power thresholds

with the scaling expression 5, same meaning of lines as

in Fig. 6.

trollable plasma parameters, the H-mode transition
occurs at the plasma edge and that a minimum
power flux across the separatrix is required. Start-
ing from this assumption, using the usual dimen-
sionless plasma variables, ν∗, ρ∗, β and assum-
ing that a power law expression for the thresh-
old power, Pthr = n̄X

e BY
T RZ , satisfies the high-β

(Kadomtsev) constraint, one obtains the following
relation between the exponents: 8X + 5Y − 4Z = 3
[270,271]. This approach implies that the L–H tran-
sition is only governed by plasma physics parame-
ters, which is not necessarily the case at the plasma
edge where atomic physics might also play a role.
The exponents of the variables in the scaling expres-

2196 Nuclear Fusion, Vol. 39, No. 12 (1999)

图 2.14: H模功率阈值标度率16

等离子体物理中最常用的例子是拟合标度率，比如，对于磁约束聚变中高约束
模式（H模）加热功率阈值的参数定标，如图2.14。待拟合的函数是

y = a0x
a1
1 x

a2
2 x

a3
3 · · ·xan

n , (2.7)

作变换

ln(y) = ln(a0) + a1 ln(x1) + a2 ln(x2) + a3 ln(x3) + · · · an ln(xn), (2.8)

14这项技术又是由伟大的高斯最先提出，第一个重要应用是通过它解决了“谷神星”的轨迹问
题。

15如果你乐意，且能发挥想象力，你甚至可以利用Excel （公式和画图功能）来求解代数方程、
常微分方程，甚至偏微分方程。

16取自[ITER1999] ITER Physics Expert Groups on Confinement and Transport and Confinement
Modelling and Database, ITER Physics Basis Editors and ITER EDA, 1999, Nucl. Fusion, 39,
2175.有志于熟悉ITER项目相关物理者，ITER1999（http://iopscience.iop.org/0029-5515/
39/12）和2007（http://iopscience.iop.org/0029-5515/47/6）的两次系列文档为必读文献。

http://iopscience.iop.org/0029-5515/39/12
http://iopscience.iop.org/0029-5515/39/12
http://iopscience.iop.org/0029-5515/47/6
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这是关于ln(y)与ln(xi)的多元线性回归问题，在Origin和Matlab等软件中均很容易
处理。我们不妨再进一步，还可作更复杂的变换，比如，自变量为x1，x2，但希
望回归函数形式为ax1 + bx2 + cx1x2 + d，那么只需再把x1x2定义为x3即可。这里我

们不再构造新的例子，而直接取Matlab自带的例子

1 load car sma l l ; x1 = Weight ;
2 x2 = Horsepower ; % Contains NaN data
3 y = MPG; X = [ ones ( s i z e ( x1 ) ) x1 x2 x1 .∗ x2 ] ;
4 b = r e g r e s s (y ,X) ; % Removes NaN data
5 f i g u r e ; s e t ( gcf , ’ DefaultAxesFontSize ’ ,15) ;
6 s c a t t e r 3 ( x1 , x2 , y , ’ f i l l e d ’ ) ; hold on ; x 1 f i t = min ( x1 ) : 1 0 0 :max( x1 ) ;
7 x 2 f i t = min ( x2 ) : 1 0 :max( x2 ) ; [ X1FIT ,X2FIT ] = meshgrid ( x1 f i t , x 2 f i t ) ;
8 YFIT = b (1) + b (2) ∗X1FIT + b(3) ∗X2FIT + b(4) ∗X1FIT .∗X2FIT ;
9 mesh (X1FIT ,X2FIT ,YFIT) ; view (50 ,10) ; t i t l e ( ’ l i n e a r r e g r e s s f i t t i n g ,

10 example ’ ) ; x l ab e l ( ’ weight ( x 1 ) ’ ) ; y l ab e l ( ’ horsepower ( x 2 ) ’ ) ;
11 z l a b e l ( ’MPG(y ) ’ ) ;
12 t ex t ( 0 , 5 0 , 4 5 , [ ’ y=’ , num2str (b (1 ) ) , ’+( ’ , num2str (b (2 ) ) , ’ ) x 1+( ’ , . . .
13 num2str (b (3 ) ) , ’ ) x 2+( ’ , num2str (b (4 ) ) , ’ ) x 1x 2 ’ ] , ’ FontSize ’ ,15) ;
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图 2.15: 多元线性回归拟合，示例

图2.15是拟合的结果。可以看到拟合曲面基本在原始数据的中间。

其他多元复杂函数的拟合也是可做的，这里不再介绍，有兴趣者可自行研
究。以上是定量数据的拟合，还有一类是因变量是定性的，比如只取0和1，这
叫Logistic拟合。需要注意，拟合的方程并非越复杂或越高阶越好，这是因为实际
信号组成的因变量通常是包含噪声的，高阶拟合容易放大噪声效应导致过拟合。

经过数学家的努力，数据拟合已经变成了一门定量的学问，而且能定量的判断
拟合的好坏；再等到计算机的出现，又把繁琐的公式计算问题自动处理了。在上
世纪50年代，计算机未普及时，或者就在十年前国内的物理实验教学中，我们还
经常能看到专门的带密密麻麻网格的作图纸，数据拟合用铅笔和尺子进行。时代
的进步让事情变得更简单也更漂亮17。

17强调这点是想提醒，前辈用的方法在新一代不一定再是必须的。他们成功的地方、他们的经验
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2.3 数数数据据据可可可视视视化化化

如果直接给你一批数据，恐怕即使只有2 × 10的数据量时，你也很难看出其中
的规律。但，只要你把它们连成曲线，背后的秘密常很快就能显现。数据可视化
（data visualization）字面就是把数据变成视觉效果，从而更直观的展示数据背后
的信息、规律。在计算机中，常见的是静态图和动画/电影。我们这里限于科学
计算中的数据，不包括其他类型的，比如如何展示网络中海量数据用到的各种技
术。

数据可视化在早期的书中不强调，但目前已经是大规模数据时代，其重要性已
经不能忽视。一本完整的计算模拟书，应该要包含这方面内容了。

2.3.1 基基基于于于现现现成成成软软软件件件可可可视视视化化化

本书中大部分程序均是用MATLAB实现的，这依然是遵循“最简原则”，
对于许多人来说，MATLAB的入门和使用更易，且可以做到代码极短。不过，
由于是商业软件，也会限制许多人的使用。Octave、Python等，均可作为很好
的替代，尤其Python，已经包含大量数值计算和可视化的库（可参考，张若愚
《Python科学计算》，清华大学出版社，2012），目前已经有广泛应用，基本
能替代MATLAB，也跨平台（Linux/Win等均可）。本书中程序，简单的改写
就可成为Octave或Python版本，这对习惯开源程序的读者不会太难。单纯的作
图，gnuplot也基本够。
等离子体物理社区中目前流行的是IDL、MATLAB、gnuplot和Python。

2.3.1.1 基基基础础础软软软件件件

图 2.16: 电子表格软件Excel可视化示例

这里的基础，是指不用编程，直接“傻瓜式”可操作的。最典型的是电子表格
（以Excel为例）和Origin。尽管在等离子体模拟社区中用的人不多，但这多半是
因为习惯以及未能发掘这些基础软件的潜力。对于许多实验的和观测的数据，或
者其他量不大的数据，这两种软件进行可视化，是非常便捷的，且数据和可视化
结果可以保存在单文件中。在本书中穿插着给有这两种软件的应用例子。

通常已经被发挥到极致，可能不再适合。新一代有新一代的特点，需要抓住新时代的机遇，不必迷
信老一代。本书中你可能会到处看到反传统的影子，是好是坏，可能需要时间去评判。
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图 2.17: Origin软件可视化示例，取自网络

一张Excel画波动方程解的数据及Origin的三维可视化数据见图2.16和图2.17。
可以看到，即使对非一维数据，它们也是基本够用的。

2.3.1.2 进进进阶阶阶软软软件件件

如果要进一步处理更复杂的数据，比如数据量较大，对可视化要求较高，且希
望能更灵活的控制显示效果，那么这时就需要更进阶的软件了。最常用的需求是
画自变量为二维的等高线图（contour）、表面图（surf）、画矢量场、显示更高
维（如四维）数据、生成动画（animation）或电影（movie）18。 习惯Linux的，

图 2.18: gnuplot可视化示例

那么会对gnuplot19（也有Windows下版本）很熟悉，第一条画图语句可如下写

1 gnuplot
2 p lo t s i n (x ) , cos ( x )

18动画和电影，在这里其实并不太区分，一般把输出为gif格式的看作动画，而输出为视频格式的
看作为电影。

19http://www.gnuplot.info/

http://www.gnuplot.info/
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结果如图，gnuplot的优点在于简单易用且很强大，足够做出非常高质量的图，参
照gnuplot网站和各种网络资料，通常都很快就能上手。

图 2.19: Octave科学计算和可视化效果示例，取自Octave网站

GNU Octave20早期画图调用了gnuplot，可以看作是一个进阶版本，它是一种
交互式语言，既能可视化，又能进行科学计算，同样是开源的，它在很多方面足
够与Matlab21竞争。这里不再列举代码示例，而直接截取一张Octave网站中的图，
它展示了Octave的代码风格和可视化结果，如图2.19。
再进一步，那么基本上就会用到Matlab、Python、Maple、Mathematica以及M

athCAD22等了。Matlab在本书会大量的用到，而Python与Matlab间转换也通常很
容易，因此此处不再示例。Matlab的不足在于其是商业软件；Python 目前越来越
流行，尤其在于其强大的各种库，比如科学计算和画图相关的numpy、Scipy、Matplotlib，
其集成界面可以用python(x,y)、Anaconda等。而Maple在等离子体物理中，很少
见到有人用，因此也不多提。Mathematica是做物理或数学理论的人员很强大的
辅助工具，建议准备较多偏向理论的读者去掌握，但它并不太适合我们这里要
讨论的大规模数据可视化处理，因此也不特别提。即使是许多不擅长计算机的老
一辈，也在学或非常期望学会Mathematica。一些应用例子在后文中可找到，尤
其10.9.4小节。
其他，IDL是专门的数据处理软件。它在等离子体物理模拟社区中，用户可

能是最多的，多于Matlab。不过由于它并不太擅长科学计算，因此在本书中不处
于最优先地位。IDL文件名一般为“*.pro”，一个demo示例见图2.20。要熟练应
用IDL，可能需要一定时间，但并不会太困难。另外科学计算数据处理软件中，应
用较多的还有ROOT、Tecplot等。ROOT23 是CER N专门为高能（粒子）物理数
据分析而开发的开源软件，但用户范围早已不限于高能物理和核物理社区，它也
包含许多高级功能。等离子物理社区中有部分人用ROOT，但并无太多优势。乐
意同时熟悉粒子物理中一些常用工具的读者，倒也可试试。Tecplot是商业软件，
尤其在油藏数值模拟可视化分析等相当普及，偏工程的读者可能会感兴趣。

20http://www.gnu.org/software/octave/
21Matlab一个同根同源但开源的软件是Scilab，但似乎已经渐渐少有人用。
22一个给出了诸多plasma 问题算例的MathCAD讲义及程序在http://plasma.colorado.edu/

mathcad/可找到。
23http://root.cern.ch

http://www.gnu.org/software/octave/
http://plasma.colorado.edu/mathcad/
http://plasma.colorado.edu/mathcad/
http://root.cern.ch
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图 2.20: IDL处理流体模拟数据的动画DEMO

2.3.1.3 高高高阶阶阶软软软件件件

当对数据处理要求更高时，尤其海量数据时，需要更加有效的工具。VisIt可
能可算一个。VisIt24是开源交互式并行可视化与图形分析工具。在设计上，它出
发点在处理规模极庞大如TB量级的数据集，但也可用于处理KB范围的小型数据
集。一张等离子体物理中数据的可视化见图2.21。

图 2.21: VisIt可视化tokamak中回旋动理学PIC模拟离子温度梯度（ITG）湍流中
非线性带状流示例，取自VisIt Gallery，作者Raul Sanchez

另一个支持大规模数据且开源的是paraview25。再一个可算的是AVS，属于商
业软件。在计算流体、医学成像、气象、地质等均有广泛应用，但等离子体物理
中似乎还应用不多。另外还有OpenDX26等。

2.3.1.4 小小小结结结

以上提及的可视化工具，在等离子体社区中基本够。但不应该认为这个列举是

24http://visit.llnl.gov/
25http://www.paraview.org/
26http://www.opendx.org/

http://visit.llnl.gov/
http://www.paraview.org/
http://www.opendx.org/
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全面的，尤其计算机领域日新月异，许多强大的工具慢慢的显现出来或者正在开
发中。除了数据处理软件外，还有一个问题是数据存储，为了使读写更高效，除
了普通的文本方式外，大规模数据时，常用的是netcdf27和hdf28格式。为了便于数
据共享、易读，XML格式也常用。

另外，或许你会发现当数据量大时，下面这种用底层代码自己编程进行可视化
可能也会是很不错的选择。

2.3.2 底底底层层层代代代码码码实实实现现现可可可视视视化化化

当现有软件难符合需求时，可以自己用底层代码作数据可视化。尤其当数据量
上百MB甚至GB量级时，普通数据处理软件常常无能为力或极低效。而这样的数
据量，在大规模并行模拟中极常见。

对于等离子体物理领域，这里所说的底层一般只需要到用C、Fortran等语言
对像素点的直接操作这一步，并不需要涉及图像处理概念中的如何用底层算法
（如，OpenGL中集成的）最优化画线、画三维体等。直接操作像素指的是，用色
度条对应像素的颜色，用矩阵变换等等指定像素要显示的坐标位置。如果需要透
明效果，则还需要定义透明度的概率来取舍相应的点是否画出。

采用底层语言，一张处理GTC代码数据得到的三维图29见2.22。

图 2.22: 底层语言处理GTC代码数据得到的三维图，作者张泰格(后附彩图)

2.4 数数数据据据处处处理理理一一一体体体化化化和和和图图图形形形用用用户户户界界界面面面（（（GUI）））

科学计算，一部分是计算，一部分是数据处理。对于小程序，程序运算和数据
处理，通常可同时进行，甚至不必输出中间数据，所谓的实时处理。对于运算量
大或数据量大的程序，一般是运算与数据处理是分离的，运算中输出数据，这些
数据再拿去作后续处理。

27Network Common Data Form (NetCDF), http://www.unidata.ucar.edu/software/netcdf/
28Hierarchical Data Format (HDF, HDF4, or HDF5), http://www.hdfgroup.org/
29张泰格，三维等离子体湍流可视化研究，本科毕业论文，2012，浙江大学。

http://www.unidata.ucar.edu/software/netcdf/
http://www.hdfgroup.org/
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所谓的一体化、集成化和图形用户界面，目的在于使得程序易用，并非每人都
是程序员，尤其物理的或计算机的人员开发了程序，可能用户会是工程的或者其
他不熟悉也不关心程序内部实现细节的人。它是很重要的一步，是程序开发者应
该熟悉的。

集成模拟，在小、中型程序上已经较普遍，大规模并行的程序上，目前也已有
集成的趋势。比如，磁约束、惯性约束，不少代码已经开始归并到一个统一界面
进行运行和管理。

2.4.1 小小小程程程序序序的的的一一一体体体化化化实实实时时时数数数据据据处处处理理理示示示例例例

Matlab等科学计算软件，对于小程序，基本可做到一体化处理，这在本书中几
乎所有例子均是。对于C、C++和Fortran，如果你坚持，那么也可找到辅助工具
包，使得能够科学计算和数据可视化同时进行。在粒子模拟的PTSG代码集30中，
有些老式的例子。它们通常运行起来会更流畅，但是编程代码却会很长。

图 2.23: VB模拟非理想情况下卫星轨道的图形界面示例

本小节给出另一个可仿照的例子供参考：一个VB的集成处理示例，见图2.23。
同样是微软公司的MFC及更高级的界面编程或者Linux下的Qt等等，均大同小异。
基于网络编程，并且跨平台，那么Java无疑是极佳的选择，一个示例31 见

图2.24。它可以运行很流畅，但需要java引擎支持。如果你完全不希望安装特别
的软件或者插件，那么老一代的html+javascript32 （一个示例见图2.25）和新一代
的html5，也能为你做很多事，其代码是纯文本文件，任何文本编辑器均可，其运
行环境是浏览器，这几乎每台个人计算机均会有。从而，任何平台，任何地方均
可用，而且可用放在万维网（WWW）上供用户使用而不开放源码。

30http://ptsg.egr.msu.edu/
31取自http://www.falstad.com/gas/
32javascript与java无直接关联。

http://ptsg.egr.msu.edu/
http://www.falstad.com/gas/
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图 2.24: Java二维硬盘（hard disk）模型模拟分子碰撞，示例

图 2.25: html+javascript实现一个具有运行和结果展示的GUI示例
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一个等离子体中PIC一维电磁模拟的GUI集成处理例子是KEMPO133，用Matlab实
现，见图2.26。

图 2.26: 一维电磁模拟的GUI集成处理，KEMPO1代码(后附彩图)

目前等离子体物理中GUI集成较高的基础例子是PPLU代码集34，也是写本书的
最初动机，见图2.27。一些较详细的物理模块介绍在后续章节会有体现。

图 2.27: 基础等离子体学习用PPLU集成程序示例图(后附彩图)

感兴趣的读者可以把第4章单粒子轨道问题用这些更轻量级的GUI工具实
现。10.1节的“等离子体物理基本参数计算器”也完全可用网络编程语言实现，而

33http://www.rish.kyoto-u.ac.jp/isss7/KEMPO/
34PPLU (Plasma Physics Learning Utility), http://hsxie.me/codes/pplu/

http://www.rish.kyoto-u.ac.jp/isss7/KEMPO/
http://hsxie.me/codes/pplu/
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且更符合用户需求。网络化编程是未来较大的趋势，这是这里特别提及的原因之
一。当然，脚本语言perl等，可能暂时关联不大。可参考的例子是Warwick Plasma
Calculator35，已经基于网络（web），作了一些尝试。
这一小节插入了几个用不同语言、处理不同问题的间接例子，是希望对等离子

体物理社区也能有所启发。鉴于astropy的python库的广泛成功应用，等离子体物
理的python库plasmapy也已经有人在考虑，可能未来也会有一个能广泛应用的公
用库。

2.4.2 GUI数数数据据据处处处理理理工工工具具具集集集示示示例例例

如果我们不考虑科学计算的部分而只考虑后续数据处理的部分，那么可
以单独写数据分析处理程序包，这对于小数据，可能无需太多附加代码；但
对于数据较多，且格式较固定了的，开发GUI工具是很好的做法。商业软件
如VORPAL36、OOPIC37等会集成对应的数据处理模块，这在激光模拟中用的
较多。开源的大型平台也有人在考虑，比如国内中科院等离子体所得于治在发
展的SimPla38，集计算、数据处理和物理模块开发于一体。国内目前也已经有
一些计算和数据处理体系化较好的系统化平台，如北京应用物理与计算数学所
以激光聚变高性能数值模拟发展起来的JASMIN框架39和LARED系列（类似美
国LASNEX）。它们包含多个1D计算程序、2D大程序和3D大程序，涉及流体力
学、辐射流体力学、弹塑性流体力学、辐射和中子输运、分子动力学、粒子模拟

（PIC）和计算电磁学及多物理过程的耦合计算等。
我们这里举磁约束中的例子。如，GTC代码40的IDL数据分析包和MATLAB数

据分析包界面分别如图2.28和图2.29，采取的是按钮与图像界面分离的方式。两图
对比，也可发现同样的功能，可用完全不同的程序语言来实现。

图 2.28: GTC代码数据分析GUI程序部分界面，IDL版（正式版本）

35http://www2.warwick.ac.uk/fac/sci/physics/research/cfsa/research/wpc，目前有等
离子体基本参数计算和Tokamak中粒子轨道分析程序，主要使用java。

36VORPAL最主要的应用应该还在激光方面，基础等离子体物理和磁约束方面也有人用，但不
多见。国内有好些单位有引进该代码。

37试用版下载，http://www.txcorp.com/downloads/index.php
38http://simpla-fusion.github.io/SimPla/
39http://www.iapcm.ac.cn/jasmin/
40http://phoenix.ps.uci.edu/GTC/

http://www2.warwick.ac.uk/fac/sci/physics/research/cfsa/research/wpc
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图 2.29: GTC代码数据分析GUI程序部分界面，Matlab版（辅助版本）

由Andreas Bierwage提供的HMGC代码的GUI工具41如图2.30，其做法是按钮、
图像等嵌入同一界面。

图 2.30: HMGC代码的一种GUI数据处理包

以上作为示例，显示大规模并行程序的数据处理的大致模式，让暂无太多机会
介入大规模程序开发或使用的读者也能有基本了解，同时让介入了的也可有一些
参考。

2.4.3 实实实验验验数数数据据据实实实时时时系系系统统统

空间观测和磁约束实验诊断所得数据，由于数据量极大，一般会用专门的服务
器作存储，基于网络供其他计算机访问。

41取自http://fusionofminds.org/FusionScience/tools/images/vhmgc_browse.jpg

http://fusionofminds.org/FusionScience/tools/images/vhmgc_browse.jpg
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经过前面的介绍，这里已经无太多新困难了，一般过程：实验数据存储在服务
器端，建立网页或者提供客户端程序。如果采取网页供访问，那么常用java编程；
如果用客户端，则Java、MFC等等许多方式均常用。
图2.31是中科院等离子体物理研究所“东方超环（EAST）”托卡马克实验装

置的客户端程序EASTViewer 界面42，它可以查看EAST各炮数据的平衡反演等信
息，准“实时”。而它的控制室，则更接近实时，这通常是数据刷新时间在秒以
下。

图 2.31: 实验数据准“实时”系统，EASTViewer界面

2.5 其其其他他他

这里补充几条等离子体物理数值或模拟中经常要碰到的数据处理问题。

2.5.1 模模模拟拟拟结结结果果果中中中色色色散散散关关关系系系的的的获获获得得得

从模拟信号中获得色散关系就是求取信号f = f0e
−i(ωt−kx)中的ω = ωr+iγ，而通

常把k固定，且取实数。k的固定通常有两种做法：一种是让初始扰动为sin(kx)或
者cos(kx)形式；另一种是用傅里叶滤波，滤出特定k值的信号。

ω则即需要测实部又需要测虚部。实部与信号周期关系为ω = T/2π，因此只要
知道周期就能得到频率实部，测量周期最简单的方法是根据信号直接读数，两个
峰值间的距离就是周期，为了准确，可对多个峰取平均。但是如果信号中有多个
频率，那么看峰值，就失效了，除了也可用拟合方法外去试不同的频率和增长率
直到拟合的曲线与原信号曲线吻合的方法外，这里就常用到我们最前面介绍的傅
里叶变换。而虚部（增长率）在傅里叶变换中代表了谱的宽度，常常是无法准确
测量的。

回到增长率的含义，f = f0e
γt，取对数ln(f) = ln(f0) + γt，可见，在对数坐标

中，信号是一条直线，斜率代表增长率或衰减率。当没有实部振荡的纯增长或纯
衰减时，可用线性回归拟合的方法得到。

42http://202.127.204.30/d07/index.html

http://202.127.204.30/d07/index.html
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如果同时有实部和虚部，此时在对数坐标中，可连接两峰值，量取斜率，得到
增长率。以下代码给出计算机自动计算频率和增长率的一个实例，在后面章节中
也常用到。

1 w=3.54+0.23 i ; nt=1000; dt =0.01; t t=l i n s p a c e (0 , nt∗dt , nt+1) ;
2 yt =0.1∗ s i n ( r e a l (w) .∗ t t ) .∗ exp ( imag (w) .∗ t t ) ;
3 f i g u r e ( ’ DefaultAxesFontSize ’ ,15) ;
4 subplot (121) ; p l o t ( tt , yt , ’ LineWidth ’ , 2 ) ; hold on ;
5 x l ab e l ( ’ t ’ ) ; y l ab e l ( ’ yt ’ ) ;
6 t i t l e ( [ ’ ( a ) \omegaˆT=’ , num2str ( r e a l (w) ) , ’ , \gammaˆT=’ , num2str ( imag (w) )

] ) ;
7 % Find the corre spond ing indexes o f the extreme max va lue s
8 i t 0=f l o o r ( nt ∗2/10) ; i t 1=f l o o r ( nt ∗9/10) ;
9 l ny t=log ( yt ) ; yy=lnyt ( i t 0 : i t 1 ) ;

10 extrMaxIndex = f i nd ( d i f f ( s i gn ( d i f f ( yy ) ) )==−2)+1;
11 t1=t t ( i t 0+extrMaxIndex (1 ) ) ; t2=t t ( i t 0+extrMaxIndex ( end ) ) ;
12 y1=yy ( extrMaxIndex (1 ) ) ; y2=yy ( extrMaxIndex ( end ) ) ;
13 subplot (122) ; p l o t ( tt , lnyt , ’b ’ , [ t1 , t2 ] , [ y1 , y2 ] , ’ r∗−− ’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
14 Nw=length ( extrMaxIndex )−1; omega=pi / ( ( t2−t1 ) /Nw) ;
15 gammas=( r e a l ( y2 )−r e a l ( y1 ) ) /( t2−t1 ) ;
16 t i t l e ( [ ’ (b ) \omegaˆS=’ , num2str ( omega ) , ’ , \gammaˆS=’ , num2str (gammas) ] ) ;
17 x l ab e l ( ’ t ’ ) ; y l ab e l ( [ ’ ln ( yt ) , N w=’ , num2str (Nw) ] ) ;
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图 2.32: 计算机自动计算频率和增长率示例

图2.32显示了计算结果，理论构造的信号y(t) = 0.1 sin(ωrt)e
ωit用的ω = 3.54 +

0.23i与根据信号测量的结果相同. 其中，由于是通过寻找极值点的个数来计算周
期数的，可能由于噪声而导致计数不准，显示的Nw要保证与图中红线范围内的

峰值个数相同，如果不同，需要手动重算实频。如果噪声较大，也可对信号先进
行smooth平滑。另外，Matlab有专门的findpeaks()函数，设置合适的过滤窗口可
以使得找峰值位置更准。

如果信号的线性较好只有单模，并且同时包含实部虚部，也即f(t) ∼ eiωt，那

么还可以用另一种更简单的方式实时计算频率和增长率，即ω(t) = −idf/dt
f(t)
，中心

差分离散形式可以用ωj = ω(tj) =
fj−fj−2

(fj+fj−2)(tj−tj−2)
. 上述表达式另一个优点是能计

算每个时刻的复频率并且能直接给出实频的正负（也即传播方向）。实际模拟中
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由于噪声存在，通常需要取一段时间的ωj作平均。这种求模拟中信号的复频率的
方法通常可以在谱方法的线性模拟中用到。

2.5.2 频频频率率率的的的正正正负负负

对于信号f ∼ cos(kx−ωt)，k和ω均可正可负，其相对正负决定波的传播方向。
我们假定k为正值，那么频率ω的正负就代表是正方向传播还是负方向传播，这里
的正负只有相对意义。

模拟中看波的传播方向可以画成动画，直接看。但我们也可以用傅里叶变换来
计算。

示例代码tst fft2 wk.m

1 % Hua−sheng XIE , 2014−07−12 23 :02
2 % te s t f f t to minus/ p lus d i r e c t i o n s
3

4 c l o s e a l l ; c l e a r ; c l c ;
5 dt =0.05; dx=0.02; t =0: dt : 5 0 ; x=0:dx : 1 0 ;
6 k=2; w1=3.2; w2=5.1; A1=5; A2=3; %%
7 [ tt , xx]=meshgrid ( t , x ) ; yy=A1∗ cos (−k∗xx−w1∗ t t )+A2∗ cos (2∗k∗xx−w2∗ t t ) ;
8 y=A1∗ cos (w1∗ t )+A2∗ cos (w2∗ t ) ;
9 nt=length ( t ) ; nx=length (x ) ;

10 yf=f f t s h i f t ( f f t ( y ) ) ; yyf=f f t s h i f t ( f f t 2 ( yy ) ) ;
11 t f 0=2∗pi /dt .∗ l i n s p a c e ( −0 .5 ,0 .5 , nt ) ; t f=t f 0 ; d t f=t f 0 (2 )−t f 0 (1 ) ;
12

13 h = f i g u r e ( ’ Unit ’ , ’ Normalized ’ , ’ p o s i t i o n ’ , . . .
14 [ 0 . 0 2 0 .3 0 .6 0 . 6 ] , ’ DefaultAxesFontSize ’ ,15) ;
15

16 subplot (221) ; p l o t ( t , y , ’ LineWidth ’ , 2 ) ; xl im ( [ 0 , 1 0 ] ) ; x l ab e l ( ’ t ’ ) ;
17 t i t l e ( [ ’ ( a ) y ( t ) , k=’ , num2str ( k ) , ’ , \omega 1=’ , num2str (w1) , . . .
18 ’ , \omega 2=’ , num2str (w2) ] ) ;
19

20 subplot (222) ; p l o t ( t f , r e a l ( y f ) , t f , imag ( y f ) , ’−− ’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
21 xlim ( [ −10 ,10 ] ) ; x l ab e l ( ’ \omega ’ ) ;
22 % ax i s t i g h t ;
23 t i t l e ( ’ (b) y ( t ) power s p e c t r a l ’ ) ;
24

25 %%
26 subplot (223) ; pco l o r ( xx , tt , yy ) ; shading i n t e rp ;
27 % su r f ( xx , tt , yy ) ;
28 xlim ( [ 0 , 5 ] ) ; yl im ( [ 0 , 1 0 ] ) ; x l ab e l ( ’ x ’ ) ; y l ab e l ( ’ t ’ ) ; t i t l e ( [ ’ ( c )
29 y (x , t ) , A 1=’ , num2str (A1) , ’ , A 2=’ , num2str (A2) ] ) ;
30

31 subplot (224) ;
32 % t f =1/dt .∗ l i n s p a c e (0 , 1 , nt ) ;
33 kf=2∗pi /dx .∗ l i n s p a c e ( −0 .5 ,0 .5 , nx ) ; [ t t f , kkf ]=meshgrid ( t f , k f ) ;
34 % su r f ( kkf , t t f , abs ( yyf ) ) ;
35 pco lo r ( kkf , t t f , abs ( yyf ) ) ;
36 % pco lo r ( kkf , t t f , r e a l ( yyf ) ) ;
37 % pco lo r ( kkf , t t f , imag ( yyf ) ) ;
38 shading i n t e rp ; xl im ( [ −5 ,5 ] ) ; yl im ( [ −10 ,10 ] ) ; t i t l e ( ’ (d) \omega v . s .
39 k ’ ) ; x l ab e l ( ’ k ’ ) ; y l ab e l ( ’ \omega ’ ) ;
40
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图 2.33: 使用2D傅里叶变换计算波的传播方向，正方向传播

41 pr in t ( gcf , ’−dpng ’ , [ ’ t s t f f t 2 wk k=’ , num2str ( k ) , ’ w1=’ , num2str (w1) , . . .
42 ’ w2=’ , num2str (w2) , ’ A1=’ , num2str (A1) , ’ ,A2=’ , num2str (A2) , ’ . png ’ ] ) ;

计算的结果如图2.33和2.34，其中信号中有两个频率，改变其中一个频率的正
负，可以看到FFT谱图中的峰值对应的正负位置刚好变号。

2.5.3 动动动画画画和和和电电电影影影

在本书后面的例子中会穿插提到。也可参考[彭芳麟2010]等书。通常可以自己
写一个额外的writegif.m函数(网上可找到现成的)，供随时调用。

2.5.4 从从从数数数据据据图图图中中中提提提取取取原原原始始始数数数据据据

许多文献中的数据都是以数据图显示的，可以用肉眼人工读取大致数据
值。实际上，计算机作为辅助也可以帮上忙，Origin软件就有这样的功能，
由Digitize.opk插件提供，见图2.35。网上也能找到实现对应功能的Matlab 代码，
如grabit.m。

习习习题题题

1. 证明(2.3)式。

2. 利用傅里叶变换公式，不用快速傅里叶（FFT）算法，写一个直接作离散
傅里叶（DFT）的代码。可比较两者的效率，理解为何FFT 自1960s 出现以
来，被认为是二十世纪最重要的十大算法之一。

3. 构造一个变频信号，分别用图像显示其频率的变化及转换成音频听听会是怎
样的。等离子体中的哨声波最早便是在无线电信号中听. 到. 的。
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图 2.34: 使用2D傅里叶变换计算波的传播方向，负方向传播(后附彩图)

图 2.35: 用Digitize插件从数据图中读取数据值，示例
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4. 在本章脚注15中提到，Excel 完全可以用来求解从代数方程到偏微分方程，
而且只需用到公式功能，必要时还可用画图可视化结果。试求解以下方程
看。

代数方程组： {
3x+ 4y3 = 2

2x2 + y = 1
.

常微分方程（单摆）：

ẍ = sinx,

x(0) = 0, ẋ(0) = 1.

偏微分方程（二维点电荷的电势）：

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
φ = δ (x) δ (y) ,

−1 ≤ x ≤ 1, −1 ≤ y ≤ 1, φ边界 = φ′边界 = 0.

并用图形显示常微分方程和偏微分方程的解。



第第第 3章章章 算算算法法法效效效率率率与与与稳稳稳定定定性性性

“Think. Then discretize.”
- Vladimir Rokhlin
写代码前，三思。

关于本章，读者在[Tajima2004]中也可找到较好的介绍，尤其其中的第三、
六、九章1。一些基本内容在各种其他计算物理教材中也可找到。本书为了完整，
也在这里对算法效率与稳定性作简单介绍，以备后面各章节应用。尤其后面章节
中，许多代码用的算法多数是最简的，但不见得是最优的。这一章的知识可供感
兴趣的读者作算法上的提升。

3.1 算算算法法法精精精度度度与与与稳稳稳定定定性性性分分分析析析的的的普普普适适适方方方法法法

本节以如下时间积分为例讨论数值算法的精度和稳定性分析的普适方法

du/dt = f(u, t). (3.1)

这里，右边项是广义的，可以是普通的f，从而是常微分方程（ODE），也可以是
含其他变量导数的，从而是偏微分方程（PDE）。
简单离散2，可得

du

dt
→ un+1 − un

∆t
. (3.2)

对于离散格式的精度，利用泰勒（Taylor）展开就可分析，比如对于(3.2)

un+1 − un

∆t
=

1

∆t
[(un + ∆t

∂un

∂t
+ · · · )− un] =

∂un

∂t
+O(∆t), (3.3)

为一阶精度。

再看二阶导数的中心差分格式

d2u

dt2
→ un+1 − 2un + un−1

∆t2

=
1

∆t2
[(un + ∆t

∂un

∂t
+

1

2
∆t2

∂2un

∂t2
+ · · · )− 2un + (un −∆t

∂un

∂t
+

1

2
∆t2

∂2un

∂t2
− · · · )]

=
∂2un

∂t2
+O(∆t2), (3.4)

1要注意，其中有不少打印错误。
2未加特别说明，则本书默认的离散步长固定，比如tn = n∆t，n = 0, 1, 2, · · ·。

45
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为二阶精度。

对微分算符作离散的方式很多，不同的格式有不同的精度和稳定性，以下各节
会讨论一些不同的格式。泰勒展开为精度分析提供了普适方法，而稳定性则需要
另外的方法。广为接受的是冯•诺依曼3最早使用的方法。

我们以谐振子为例演示该方法的流程

dv/dt = −ω2x, (3.5)

dx/dt = v. (3.6)

有限差分进行离散

dv/dt→ vn+1 − vn

∆t
= −ω2xn, (3.7)

dx/dt→ xn+1 − xn

∆t
= vn. (3.8)

假设

xn+1 = gxn, (3.9)

xn ∝ gnx0 = (e−iα∆t)nx0, (3.10)

vn ∝ gnv0. (3.11)

方程(3.7)和(3.8)现在变为

gn+1v0 − gnv0 = −ω2∆tgnx0, (3.12)

gn+1x0 − gnx0 = ∆tgnv0. (3.13)

方程(3.12)和(3.13)的系数组成的矩阵称为幅度矩阵(
g − 1 ω2∆t
−∆t g − 1

)
(3.14)

让(3.14)的行列式等于0，得到

(g − 1)2 + ω2∆t2 = 0, (3.15)

3John Von Neumann(1903.12.28-1957.02.08)，美籍匈牙利人，无可争议的神童与天才，罕见的
全才，数学家、计算机专家、物理学家、化学家、军事学家、精通多门语言等等，可以列出一大
串，且各方面皆为顶尖水准。除了是使现代计算机成为可能的决定性人物外，他也提出过许多算法
思想，如蒙特卡洛、元胞自动机、流体模拟等。与爱因斯坦、海森堡等一流物理学家在一起的岁
月，所有人都不否认诺依曼是最聪明的。评论家倾向于认为诺依曼的天才在于善于抓住别人的精妙
思想，并能很快提升到全新高度，其做的事其他人都已经想到只是做得慢些而已。缺少他，历史可
能会变缓，但不会改变太多。而缺少爱因斯坦或海森堡这类有底层原创性思想的天才则不一样。这
或许可用所谓的“疾智”和“缓智”来区分，前者的天才所有人都能看出来；但真正有深远影响力
的常常在后者。第10章标题下引用的那句“All true genius is unrecognized”多少也有此意。这也表
明，天才是可以有许多种的，焉知你自己不是。Freeman Dyson (1923.12.15- )有一篇“飞鸟与青
蛙（Birds and Frogs）”的演讲文章（2009）把科学家分为两类，并以外尔、杨振宁、冯•诺依曼
等为例做了评述。Dyson最初与外尔学数学，后与Hans Bethe（1906.07.02-2005.03.06）学物理。
走在等离子体理论研究前列的人会用到Dyson发展的一些解决物理问题的数学方法。做等离子体物
理的有必要知道Bethe，是因为他最先解开了恒星能源之谜，并因此获得1967诺贝尔奖。
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即

g = 1± iω∆t. (3.16)

如果任一g的根中|g| > 1，则解将指数增长而爆掉，也即不稳定。(3.16) 中|g|2 =
1 + ω2∆t2 > 1，满足条件，因而(3.12)和(3.13)的差分格式不管∆t多小，都是不稳
定的。

细心的读者会发现，(3.9)的假设是很关键的一步：假设以线性常数g增长，
再求取g的值，考察离散格式是否稳定。这与等离子体物理中通过色散关系分析
各种线性不稳定性的方法本质是相通的。在偏微分方程求解尤其计算流体动力

学(Computational Fluid Dynamic, CFD)中，最有名的是Courant-Friedrichs-Lewy
(CFL)条件4

C =
u∆t

∆x
≤ Cmax, (3.17)

这里一般取Cmax = 1，其含义是在有限差分算法中系统中流体元的最大速度u在时
间步长∆t内不能跑过一个网格∆x，否则会出现数值不稳定性。这就限制了数值模
拟中∆t不能取得太大，或者为了减少数值不稳定性有时可以适当把∆x取大。

3.2 时时时间间间积积积分分分

这里讨论几个常微分方程时间积分的数值格式。

3.2.1 欧欧欧拉拉拉一一一阶阶阶算算算法法法

欧拉一阶算法，前向差分（forward differencing）格式为

un+1 = un − f(un, tn)(tn+1 − tn). (3.18)

假设真实值为un，计算值为un + εn，则

un+1 + εn+1 = un + εn − f(un + εn, tn)∆t, (3.19)

un+1 + εn+1 = un + εn −
[
f(un, tn)∆t+ εn

∂f

∂u

∣∣n∆t+ · · ·
]
. (3.20)

因而εn+1 = εn− εn ∂f
∂u

∣∣n∆t。于是幅度因子为g = 1− ∂f
∂u

∣∣n∆t。只要0 < ∂f
∂u

∣∣n∆t < 2，
就有|g| < 1，从而欧拉（Euler）格式稳定。

3.2.2 蛙蛙蛙跳跳跳格格格式式式

依然讨论(3.5)和(3.6)的谐振子方程。由中值定理v(t + ∆t) − v(t) = −ω2x(t̄)，
其中t < t̄ < t+ ∆t。在前面的一阶欧拉格式中我们用t̄ = t的近似。
蛙跳格式（leapfrog）采用的是t̄ = t+ 1

2
∆t，谐振子方程离散为

vn+1 − vn = −ω2xn+1/2∆t, (3.21)

4CFL1928是很经典的一篇论文，可以说是现代数值计算的开山文献之一，值得感兴趣的细
读。Courant, R.; Friedrichs, K. L. H. On the partial difference equations of mathematical physics
Mathematische Annalen (in German), 1928, 100, 32–74. 可找到英文翻译版。
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xn+3/2 − xn+1/2 = vn+1∆t. (3.22)

由幅度因子v2 ∝ gn = (e−iαt)n，得到幅度矩阵(
g − 1 ω2∆tg1/2

−g∆t g3/2 − g1/2

)
(3.23)

让(3.23)的行列式等于0，得到

g2 − (2− ω2∆t2)g + 1 = 0, (3.24)

即

g = 1− ω2∆t2

2
± ω∆t

√
ω2∆t2

4
− 1. (3.25)

根据前面分析稳定性的普适方法，很快可得，蛙跳格式的稳定性条件是

∆t ≤ 2

ω
. (3.26)

另外，容易得出，蛙跳格式精度为二阶，即误差正比于∆t2。
以下代码比较欧拉格式和蛙跳格式计算谐振子的结果。

1 c l o s e a l l ; c l e a r ; c l c ;
2 x0=1; v0=0; dt =0.05; nt=1000; omega2=1;
3 x eu l e r (1 )=x0 ; % x eu l e r (n)=x(n)
4 v eu l e r (1 )=v0 ; % v eu l e r (n)=x(n)
5 x l e ap f r o g (1 )=x0−0.5∗dt∗v0 ; % x l e ap f r o g (n)=x(n−0.5)
6 x l e ap f r o g (2 )=x0+0.5∗dt∗v0 ;
7 v l e ap f r o g (1 )=v0 ; % v l e ap f r o g (n)=v(n)
8 t (1 ) =0;
9 f o r i t =1: nt

10 t ( i t +1)=t ( i t )+dt ;
11 v eu l e r ( i t +1)=v eu l e r ( i t )−omega2∗ x eu l e r ( i t ) ∗dt ;
12 x eu l e r ( i t +1)=x eu l e r ( i t )+v eu l e r ( i t ) ∗dt ;
13 v l e ap f r o g ( i t +1)=v l e ap f r o g ( i t )−omega2∗ x l e ap f r o g ( i t +1)∗dt ;
14 x l e ap f r o g ( i t +2)=x l e ap f r o g ( i t +1)+v l e ap f r o g ( i t +1)∗dt ;
15 end
16 f i g u r e ; s e t ( gcf , ’ DefaultAxesFontSize ’ ,15) ;
17 p lo t ( t , x eu l e r , ’ g−− ’ , t , x l e ap f r o g ( 2 : end ) , ’ r ’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
18 x l ab e l ( ’ t ’ ) ; y l ab e l ( ’ x ’ ) ; t i t l e ( ’ x−t ’ ) ; l egend ( ’ Euler ’ , ’ Leapfrog ’ , 2 ) ;
19 l egend ( ’ boxo f f ’ ) ;

运行结果见图3.1。
同时，我们也在此解答第2章中习题4常微分方程的例子，结果如图3.2，其中用

到了Excel的公式功能。
为了让读者进一步熟悉Linux下的操作及第2章中数据处理的内容，一段计算行

星轨道的Fortran代码“planetorbit.f90”如下

1 program p l an e t o rb i t
2 x0=1; vx0=0; y0=0; vy0 = 1
3 read (∗ ,∗ ) dt
4 N = 30/dt ; t=0
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图 3.1: Matlab求解谐振子方程，对比欧拉一阶算法及蛙跳格式

5

6 xe l0=x0 ; vxe l0=vx0 ; ye l 0=y0 ; vye l0=vy0 ! e l=Euler
7 x l f 0=x0 ; vx l f 0=vx0 ; y l f 0=y0 ; vy l f 0=vy0 ! l f=Leapfrog
8 x l f 1=x l f 0+vx l f 0 ∗dt ; y l f 1=y l f 0+vy l f 0 ∗dt
9 xh l f 0=( x l f 0+x l f 1 ) /2 ; yh l f 0=( y l f 0+y l f 1 ) /2

10

11 do i =0,N
12 t=t+dt
13 xe l1 = xe l0 + vxe l0 ∗dt
14 ye l1 = ye l0 + vye l0 ∗dt
15 r e l = sq r t ( xe l0 ∗ xe l0 + ye l0 ∗ ye l0 )
16 f x e l = −xe l0 / r e l ∗∗3
17 f y e l = −ye l0 / r e l ∗∗3
18 vxe l1 = vxe l0 + f x e l ∗dt
19 vye l1 = vye l0 + f y e l ∗dt
20

21 xh l f 1 = xh l f 0+vx l f 0 ∗dt ;
22 yh l f 1 = yh l f 0 + vy l f 0 ∗dt ;
23 r l f = sq r t ( xh l f 0 ∗ xh l f 0 + yh l f 0 ∗ yh l f 0 )
24 f x l f = −xh l f 1 / r l f ∗∗3
25 f y l f = −yh l f 1 / r l f ∗∗3
26 vx l f 1 = vx l f 0 + f x l f ∗dt
27 vy l f 1 = vy l f 0 + f y l f ∗dt
28 ! i f (mod( i ,N/10) . eq . 2 )
29 wr i t e (∗ ,∗ ) t , xe l0 , ye l0 , −1/ r e l +(vxe l0 ∗ vxe l0+vye l0 ∗ vye l0 ) /2 ,&
30 xhl f0 , yh l f0 , −1/ r l f +( vx l f 0 ∗ vx l f 0+vy l f 0 ∗ vy l f 0 ) /2
31

32 xe l0=xe l1 ; ye l 0=ye l1 ; vxe l0=vxe l1 ; vye l0=vye l1
33 xh l f 0=xh l f 1 ; yh l f 0=yh l f 1 ; vx l f 0=vx l f 1 ; vy l f 0=vy l f 1
34 enddo
35 end program

在Linux下，可用如下命令编译、运行和画图

1 g f o r t r an p l an e t o rb i t . f 90
2 . / a . out > data
3 0 .01
4 gnuplot
5 gnuplot> p lo t ”data” u 2 :3 t i t l e ’ Euler ’ , ”data” u 5 :6 t i t l e ’ Leapfrog ’
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图 3.2: Excel求解单摆方程，对比欧拉一阶算法及蛙跳格式

gnuplot处理的步骤通常也直接写成脚本，“gnuplot.plt”

1 s e t term post c o l o r s o l i d enh
2 s e t output ’ p l an e t o rb i t . ps ’
3 s e t mu l t ip l o t
4 s e t o r i g i n 0 . 0 , 0 . 0
5 s e t s i z e 0 . 5 , 1 . 0
6 s e t x l ab e l ’ x ’
7 s e t y l ab e l ’ y ’
8 p lo t ”data” u 2 :3 t i t l e ’ Euler ’ , ”data” u 5 :6 t i t l e ’ Leapfrog ’
9 s e t o r i g i n 0 . 5 , 0 . 0

10 s e t x l ab e l ’ t ’
11 s e t y l ab e l ’ t o t a l energy ’
12 p lo t ”data” u 1 :4 t i t l e ’ Euler ’ , ”data” u 1 :7 t i t l e ’ Leapfrog ’

用如下命令调用

1 gnuplot ” gnuplot . p l t ”

输出结果在“planetorbit.ps”文件中，见图3.3。

3.2.3 龙龙龙格格格-库库库塔塔塔

龙格-库塔（Runge-Kutta）应用更为广泛5，尤其是四阶R-K。对于(3.1)，最常

5一阶情况，就是欧拉格式。
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图 3.3: Fortran求解行星轨道，对比欧拉一阶算法及蛙跳格式

用的四阶R-K格式为

k1 = ∆tf(un, tn),

k2 = ∆tf(un + k1/2, t
n + ∆t/2),

k3 = ∆tf(un + k2/2, t
n + ∆t/2),

k4 = ∆tf(un + k3, t
n + ∆t),

un+1 = un + (k1 + 2k2 + 2k3 + k4)/6, (3.27)

其整体截断误差为O(∆t4)。注意，对于同一阶的R-K算法，也可以有不同的形
式，比如二阶常用的有两种

un+1 =un + h(k1 + k2)/2,

k1 =f(tn, un),

k2 =f(tn + h, un + hk1).

(3.28)

或 
un+1 =un + hk2,

k1 =f(tn, un),

k2 =f(tn + h/2, un + hk1/2).

(3.29)

R-K通常是能量不守恒的，不稳定。在此，我们将发现一个有意思的现象：
长时间下，高阶算法（如四阶但不稳定的R-K格式）的误差并不见得比低阶算法
（如二阶但稳定的蛙跳格式）低。所谓的高阶是对每一步而言的，所谓的稳定则
是对长时间而言的。前面我们已经针对单摆、谐振子（小角度单摆）和行星轨道
问题，对比了欧拉格式和蛙跳格式，验证了蛙跳格式确实是稳定的，能量守恒性
很好；而欧拉格式则不稳定，轨道随时间推移越偏越大。[Tajima2004]中引用瑞利
振子（Rayleigh oscillator）mẍ = −µẋ(A + Bẋ2 + Cẋ4) − kx和范德波尔（van der
Pol）自激振动方程mẍ = −kx− µ(x2 − l2)ẋ对比了R-K和蛙跳等格式计算结果进一
步直观的演示了稳定性和精度问题的区别，本书留作习题（习题2）。

R-K算法系列实例可在后面探讨具体问题的章节中找到。

3.3 偏偏偏微微微分分分方方方程程程

前面的讨论示例仅为常微分方程。本节我们具体讨论几类偏微分方程，以备
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表 3.1: 二阶偏微分方程分类
条件 类型 举例

B2 − 4AC < 0
系数矩阵本征值全正或全负

椭圆型（Elliptic）
泊松方程

uxx + uyy = ρ
B2 − 4AC = 0

系数矩阵本征值全正或全负，
但有一个为零

抛物型（Parabolic）
热传导方程

ut = auxx

B2 − 4AC > 0
系数矩阵本征值只有一个为负或正

双曲型（Hyperbolic）
波动方程

utt − c2uxx = 0

参考。主要目的在于让读者熟悉一些常用的数值格式。需要重点强调的是，求解
偏微分方程一直是计算物理或计算数学最重要和研究最热门的方向之一，因此已
经有大量优秀文献可以参考，本书介绍的内容是远远不够的且基本来源于其他材
料，请读者根据需要自行查阅其他参考资料.

3.3.1 偏偏偏微微微分分分方方方程程程分分分类类类

这里主要讨论二阶方程，一般可写为（注：默认uxy = uyx）

Auxx + 2Buxy + Cuyy + · · · (lower order terms) = 0, (3.30)

其分类与二次曲线很相似，如表3.1。

对于更复杂（更多变量），由系数矩阵本征值来分类，对于不属于上述三种
的，称为超双曲（Ultrahyperbolic）型，此时正负本征值都不止一个。要注意的是
前面的系数A,B,C可与自变量x, y有关，从而原偏微分方程可能在不同的区域属于
不同类型。

3.3.2 对对对流流流方方方程程程

对流方程

ut + aux = 0, (3.31)

其中a为非零常数。行波解u(x− at, t) = u(x, 0).

3.3.2.1 中中中心心心差差差分分分

un+1
j − unj

∆t
= −a

unj+1 − unj−1

2∆x
. (3.32)

或

un+1
j = unj − a

unj+1 − unj−1

2∆x
∆t. (3.33)

代码示例
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1 a=0.5 ; nt=2000; dt =0.02/2; dx=0.1 ; L=30.0; x=0.0 : dx :L ; nj=length (x )−1;
2 f i g u r e ( ’ DefaultAxesFontSize ’ ,15) ;
3 method=1;
4 f o r i c a s e =1:2
5 u=0.∗x ;
6 i f ( i c a s e==1)
7 u ( 1 : ( nj+1) )=exp(−(x−L/4) . ˆ 2 / 1 . 8 ) ; subplot (211) ;
8 e l s e
9 u( f l o o r ( 0 . 2∗ nj ) : f l o o r ( 0 . 3∗ nj ) ) =1.0 ; subplot (212) ;

10 end
11 x0=x ; u0=u ; j =2: nj ;
12 f o r i t =1: nt
13 i f (method==1) % c en t r a l d i f f e r e n c e
14 u( j )=u( j )−a ∗(u( j +1)−u( j−1) ) ∗dt /(2∗dx ) ;
15 e l s e % upwind
16 u( j )=u( j )−a ∗(u( j )−u( j−1) ) ∗dt /(dx ) ;
17 end
18 % u(1)=u( nj ) ; u ( nj+1)=u (2) ; % pe r i o d i c b . c .
19 i f (mod( i t , f l o o r ( nt /10) )==1)
20 p lo t ( x0 , u0 , ’ k : ’ , x , u , ’b ’ , x0+a∗ i t ∗dt , u0 , ’ r−− ’ , ’ Linewidth ’ , 2 ) ;
21 l egend ( ’ u 0 (x ) ’ , ’ u ’ , ’ u 0 (x−at ) ’ ) ; l egend ( ’ boxo f f ’ ) ; box on ;
22 xlim ( [ min (x ) ,max(x ) ] ) ; yl im ( [ − 0 . 1 , 1 . 5 ] ) ; pause ( 0 . 1 ) ;
23 end
24 end
25 end
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图 3.4: 对流方程数值解示例，中心差分法

零边界条件的结果如图3.4. 可以看到，对于高斯形状的行波，数值解与解析解
符合很好；但对于强梯度的矩形行波，数值解效果并不佳。
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3.3.2.2 迎迎迎风风风格格格式式式

un+1
j − unj

∆t
= − a

∆x

{
(unj+1 − unj ), a ≥ 0

(unj − unj−1), a < 0
. (3.34)
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图 3.5: 对流方程数值解示例，迎风格式

在前面的代码中，选method=2用迎风格式，结果如图3.5。对于行波问题，尽
管没有出现数值耗散，但是结果与精确解有差异，需要加密网格才能改善。

3.3.2.3 蛙蛙蛙跳跳跳格格格式式式

un+1
j − un−1

j

2∆t
= −a

unj+1 − unj−1

2∆x
. (3.35)

3.3.2.4 Lax格格格式式式

un+1
j =

1

2
(unj+1 + unj−1)− a

unj+1 − unj−1

2∆x
∆t. (3.36)

3.3.2.5 Lax-Wendroff格格格式式式

un+1
j = unj − a

unj+1 − unj−1

2∆x
∆t+ (

a∆t

∆x
)2

(unj+1 − unj + unj−1)

2
. (3.37)

各种差分法，其极限的表达式均应该退化到原始的微分方程。以上各种算法，
格式上的小差异，却可以导致数值结果完全不同。这一方面表明发展新的算法并
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非那么神秘，可能仅仅就是改动了一点点。决定一个算法的生命力的，是其实用
性能。比较常用的一些算法的入门介绍可参考[刘金远].

3.3.3 抛抛抛物物物线线线方方方程程程

以输运扩散方程为例(K > 0)

ut = Kuxx, (3.38)

3.3.3.1 中中中心心心差差差分分分

un+1
j = unj +K

unj+1 − 2unj + unj−1

∆x2
∆t. (3.39)

稳定性条件∆t ≤ ∆x2/(2K).

3.3.3.2 Dufort-Frankel蛙蛙蛙跳跳跳格格格式式式

原始的蛙跳格式对于扩散方程

un+1
j = un−1

j + 2K
unj+1 − 2unj + unj−1

∆x2
∆t. (3.40)

恒不稳定。调整的Dufort-Frankel蛙跳格式

un+1
j = un−1

j + 2K
unj+1 − (un+1

j + un−1
j ) + unj−1

∆x2
∆t. (3.41)

恒稳定. 这个方程在第7章会细讨论，这里不再给数值示例。

3.3.4 椭椭椭圆圆圆方方方程程程

以二维泊松方程为例

∇2u = uxx + uyy = f(x, y). (3.42)

其中心差分格式为

ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j

∆x2
+
ui,j+1 − 2ui,j + ui,j−1

∆y2
= fi,j. (3.43)

3.3.4.1 迭迭迭代代代法法法

以上方程，在给定边界条件下，最简单的解法是迭代法，对于如下形式的离散
方程

ai,jui,j + bi,jui+1,j + ci,jui−1,j + di,jui,j+1 + ei,jui,j−1 = fi,j. (3.44)

高斯-塞德尔法

un+1
i,j = (fi,j − bi,juni+1,j − ci,jun+1

i−1,j − di,juni,j+1 − ei,jun+1
i,j−1)/ai,j, (3.45)
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考虑加权平均，获得松弛法

un+1
i,j = (1−w)uni,j +w(fi,j − bi,juni+1,j − ci,jun+1

i−1,j − di,juni,j+1− ei,jun+1
i,j−1)/ai,j, (3.46)

w = 1还原为高斯-塞德尔法。

对于二维泊松方程，不管是(3.43)的均匀网格离散格式，还是下面的非均匀网
格离散格式

ui+1,j−ui,j

xi+1−xi
− ui,j−ui−1,j

xi−xi−1

(xi+1 − xi−1)/2
+

ui,j+1−ui,j

yj+1−yj
− ui,j−ui,j−1

yj−yj−1

(yj+1 − yj−1)/2
= fi,j (3.47)

或者其他更高阶的格式，均可以转换为上面的标准迭代格式.

我们以如下算例为例

f(x, y) = −2π2 sin(πx) sin(πy), 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 1, (3.48)

零边界条件，精确解为u(x, y) = sin(πx) sin(πy). 示例代码如下

1 i c a s e =1;
2 i f ( i c a s e==1)
3 f f u n=@(x , y )−2∗pi ∗ pi ∗ s i n ( p i ∗x ) .∗ s i n ( p i ∗y ) ;
4 u fun=@(x , y ) s i n ( p i ∗x ) .∗ s i n ( p i ∗y ) ; Lx=2.0; Ly=1.0;
5 e l s e
6 f f u n=@(x , y )−2∗((1−6∗x . ˆ 2 ) .∗ y .ˆ2.∗(1−y . ˆ 2 )+(1−6∗y . ˆ 2 ) .∗ x .ˆ2.∗(1−x

. ˆ 2 ) ) ;
7 u fun=@(x , y )−(x.ˆ2−x . ˆ 4 ) . ∗ ( y.ˆ2−y . ˆ 4 ) ; Lx=1.0; Ly=1.0;
8 end
9 eps=1e−8; nx=128; ny=64; dx=Lx/(nx+0) ; dy=Ly/(ny+0) ; w=1.0;

10 dx2r =1.0/(dx∗dx ) ; dy2r =1.0/(dy∗dy ) ;
11 [ xx , yy]=ndgrid ( 0 : dx : Lx , 0 : dy : Ly) ;
12 f f=f f u n (xx , yy ) ; uu=0.∗xx ; ncout=0; maxdu=2∗eps ;
13 whi le (maxdu>eps && ncout<10000)
14 tmpu=uu ;
15 f o r i =2:nx
16 f o r j =2:ny
17 uu( i , j )=(1.0−w) ∗uu( i , j )−w/(2 .0∗ dx2r+2.0∗dy2r ) ∗( f f ( i , j ) . . .
18 −uu( i +1, j ) ∗dx2r−uu( i −1, j ) ∗dx2r . . .
19 −uu( i , j +1)∗dy2r−uu( i , j−1)∗dy2r ) ;
20 end
21 end
22 maxdu=max(max( abs (tmpu−uu) ) ) ; ncout=ncout+1;
23 end
24 f i g u r e ( ’ DefaultAxesFontSize ’ ,15) ;
25 subplot (221) ; mesh (xx , yy , f f ) ; x l ab e l ( ’ x ’ ) ; ax i s t i g h t ;
26 y l ab e l ( ’ y ’ ) ; z l a b e l ( ’ f ’ ) ; box on ;
27 subplot (222) ; mesh (xx , yy , uu) ; x l ab e l ( ’ x ’ ) ; ax i s t i g h t ;
28 y l ab e l ( ’ y ’ ) ; z l a b e l ( ’ u {numerica l } ’ ) ; box on ;
29 subplot (223) ; mesh (xx , yy , u fun (xx , yy ) ) ; ax i s t i g h t ;
30 x l ab e l ( ’ x ’ ) ; y l ab e l ( ’ y ’ ) ; z l a b e l ( ’ u { exact } ’ ) ; box on ;
31 subplot (224) ; mesh (xx , yy , uu−u fun (xx , yy ) ) ; ax i s t i g h t ;
32 x l ab e l ( ’ x ’ ) ; y l ab e l ( ’ y ’ ) ; z l a b e l ( ’ u {numerica l}−u { exact } ’ ) ; box on ;
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图 3.6: 迭代法解二维泊松方程示例

结果如图3.6，控制相邻迭代步数相差精度10−8及最大迭代步数10000. 数值解和
精确解确实可以相差很小，表明算法是有效的.
迭代法比较简单易用，但是最大问题在于计算耗时，效率不高，而且可能出现

不收敛情况。第5章我们会讨论迭代法求解等离子体平衡方程（即G-S方程），该
方程类似于泊松方程，但右端项非线性的依赖因变量ψ，因而要更复杂。

3.3.4.2 逆逆逆矩矩矩阵阵阵法法法

式(3.43)可以写为矩阵形式AU = F，其中U ≡ [u11, u21, ..., um1, u12, u22, ..., um2, ..., umn]
T为

待求的场分布，F = [f11, f21, ..., fm1, f12, f22, ..., fm2, ..., fmn]
T为右边的源项，Laplace算

符∇2化为了矩阵A。网格范围1 ≤ i ≤ m及1 ≤ j ≤ n，并定义ha = 1/∆x2，hb =
1/∆y2，hc = ha + hb，零边界条件显式给出的A为

−D hbI 0 · · 0 0
hbI −D hbI · · · 0
0 hbI −D hbI · · ·
· · · · · · ·
0 0 · · · hbI −D


n×n

, (3.49)

其中I为m×m维单位矩阵，及

D =


−2hc ha 0 · · 0 0
ha −2hc ha · · · 0
0 ha −2hc ha · · ·
· · · · · · ·
0 0 · · · ha −2hc


m×m

. (3.50)
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通过调用矩阵求逆算法就可得到原泊松方程的解U = A−1F.

3.3.4.3 其其其他他他算算算法法法

矩阵法的计算复杂度是O(N2)，依然较慢，一些其他算法，如多重网格(multigrid)、
格林(Green)函数、谱方法，可以把复杂度降到O(N)或O(N logN). 多重网格的算
法主要思想是平衡全局解和局域解实现加速，但实现较为繁琐，本书不细讲，
读者可参考一些专著，如[Trottenberg2000]. 谱方法将在后文涉及. 格林函数法
的思想较为简单，由于泊松方程为线性方程，右边的密度项可以看作系列处于
网格上的点电荷，从而势函数的解就是这些点电荷的电势的叠加. 点电荷的电势
一般衰减极快，因此只考虑近邻的一些网格的电势叠加即可，从而算法整体复
杂度为aO(N)，常数系数a由所取的近邻网格数多少决定，一篇比较著名的文献
是Greengard1997，用来进行库仑力场中快速的粒子模拟.

3.4 隐隐隐式式式算算算法法法

隐式算法是指无法直接un+1 = RHS(右边项RHS只与tn及此前的时间步有
关)往前推进的格式，而通常需要通过方程求根的方法求出下一步的值，即un+1 =
f(un+1). 其优势是可避开数值稳定性，劣势是计算较耗时。
本书后续的算例，基本上均是显式求解，因此我们只简单示例隐式算法的精

神。以前面的扩散方程为例，常用的Crank-Nicholson隐式格式为

un+1
j = unj +K

un+1
j+1 − 2un+1

j + un+1
j−1

2∆x2
∆t+K

unj+1 − 2unj + unj−1

2∆x2
∆t. (3.51)

可证明该算法无条件稳定，时间空间均为二阶精度。对于所有空间网格，上式可
写成矩阵式，再通过矩阵求逆反解出下一时间步的{un+1

j } (j = 1, 2, ..., Nj).
求解常微分方程中常见的predictor–corrector（预测-修正）法可以认为是显式

（predator）和隐式（corrector）结合的方法。

3.5 谱谱谱方方方法法法

谱方法的意思是把求解实空间的问题转到谱空间，然后再退回到实空间。
读者可在[蒋伯诚1989]和[Shen2011]找到很好的介绍，最常用的是傅里叶谱方法，
基函数为三角函数。实际应用中，正交多项式(如Chebyshev、Hermite、Legendre
和Laguerre等多项式)基函数也有不少使用。它不仅仅用在求解偏微分方程上，也
在求积分等等各种地方显身手，全书将到处看到谱方法的影子。本节不再详述。
最近出版的[张晓2016]也提供了非常好的高效谱方法的介绍，其中一些非线性方程
的求解示例也可以与等离子体物理中的部分非线性模型相关，如非线性薛定谔方
程等。这在第9章也会涉及。

3.6 有有有限限限元元元

原则上，有限差分、谱方法、有限元，等等各种数值算法，都可以归为基函数
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展开方法，只是用的基函数不同而已。一维为例，u(x) =
∑

j ajfj(x). 解偏微分方

程就变成了两步：1. 寻找合适的基函数fj；2. 得到系数aj的方程并求解. 有限差分
的基函数为归一化的矩形，系数就是uj本身；谱方法的基函数就是相应的谱函数.
有限元的基函数更灵活，但相应的系数方程和求解通常非常复杂. 由于过于繁琐，
且已经有大量文献详论有限元算法，又本书后文处理的问题基本未用该算法，因
此本书不细述该算法，有需要的读者可参考其他文献，尤其入门级别在[刘金远]中
有很好的描述，包括三角网格计算二维泊松方程等示例。

3.7 其其其他他他

针对具体问题，实际应用中，我们常常会选用经检验极为有效的特殊算法。
这里我们介绍有限的几个，对于其他如打靶法之类，将在后文具体物理问题中体
现。

3.7.1 辛辛辛算算算法法法

我们依然以前面的谐振子(3.5)-(3.6)为例，取ω = 1，它等价于{
dq/dt = ∂H/∂p

dp/dt = −∂H/∂q
, (3.52)

其中H(p, q) = (p2 + q2)/2.
从前面的分析容易知道，直接前向差分(Forward Euler)，不稳定，能量越来越

大；而后向差分(Backward Euler)尽管稳定，但会能量会耗散，越来越小。
但是，如果我们用以下算法

pn+1 = pn −∆tqn, qn+1 = qn + ∆tpn+1, (3.53)

或

qn+1 = qn + ∆tpn, pn+1 = pn −∆tqn+1, (3.54)

则会发现能量守恒非常好。示例代码

1 nt=1000; dt =0.05; p1 (1 ) =1; q1 (1 ) =0; p2=p1 ; q2=q1 ; t =(1: nt ) ∗dt ;
2 f i g u r e ( ’ DefaultAxesFontSize ’ ,15) ;
3 f o r i t =1:nt−1
4 p1 ( i t +1)=p1 ( i t )−q1 ( i t ) ∗dt ; q1 ( i t +1)=q1 ( i t )+p1 ( i t ) ∗dt ;
5 p2 ( i t +1)=p2 ( i t )−q2 ( i t ) ∗dt ; q2 ( i t +1)=q2 ( i t )+p2 ( i t +1)∗dt ;
6 end
7 subplot ( 1 , 2 , 1 ) ; p l o t ( t , q1 , t , q2 , ’ r−− ’ , ’ Linewidth ’ , 2 ) ;
8 l egend ( ’ Euler ’ , ’ Symplect ic ’ , 2 ) ; l egend ( ’ boxo f f ’ ) ;
9 x l ab e l ( ’ t ’ ) ; y l ab e l ( ’ q ’ ) ; box on ;

10 subplot ( 1 , 2 , 2 ) ; p l o t (p1 , q1 , p2 , q2 , ’ r−− ’ , ’ Linewidth ’ , 2 ) ;
11 x l ab e l ( ’p ’ ) ; y l ab e l ( ’ q ’ ) ; box on ;

及结果如图3.7。
易证(p2+q2)/2+∆tpq/2 = const.，也即尽管能量并非精确守恒，但长时间只在

常数附近小波动。又，雅可比行列式∂(pn+1, qn+1)/∂(pn, qn) = 1× 1 + 0×∆t = 1，
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图 3.7: 简单辛算法求谐振子方程示例

相体积守恒. 而原来的Euler格式，雅可比行列式∂(pn+1, qn+1)/∂(pn, qn) = 1 × 1 +
∆t ×∆t = 1 + ∆t2，相体积发散，不守恒。这里我们再次见到数值格式的极微小
改变带来截然不同的计算效果。以上的算法属于所谓的辛算法。前文的蛙跳格式

也属于辛格式6的一种，能保持辛(symplectic)守恒7。

辛算法国内出版的较详细的专著可参考，冯康/秦孟兆，《哈密尔顿系统的辛
几何算法》，2003 ；秦孟兆，王雨顺，《偏微分方程中的保结构算法》，2011。

3.7.2 Boris格格格式式式

Boris算法自1960s出现以来，由于其长时间运行的稳定性，几乎成为了处理粒
子在电磁场中运动的标准算法

dx/dt = v, dv/dt = (q/m)
(
E + v ×B

)
. (3.55)

常用的Boris算法格式如下

xn+1 = xn + vn+1/2∆t, vn+1/2 = u′ + q′En, (3.56)

其中，u′ = u+[u+(u×h)]× s，u = vn−1/2 + q′En，h = q′Bn，s = 2h/(1+h2)，
及q′ = ∆t× (q/2m). 对应的蛙跳法为

xn+1 = xn + vn+1/2∆t, vn+1/2 = vn−1/2 + (q/m)[En + (vn+1/2 +
1

2
vn−1/2)×Bn].

(3.57)

6我国应用数学和计算数学家冯康（1920.09.09―1993.08.17）中国现代计算数学研究的开拓者，
中科院院士，独立创造了有限元法，自然归化和自然边界元方法，开辟了辛几何和辛格式研究新领
域，与陈省身、华罗庚并列为中国近代在世界数学史上具有重要地位的科学家之一。冯康弟弟冯端
院士是物理学家，姐夫叶笃正院士是生物学家。

7辛算法的早期文献：R. de Vogelaere, Methods of integration which preserve the contact trans-
formation property of the Hamiltonian equations, Report No. 4, Dept. Math., Univ. of Notre
Dame, Notre Dame, Ind. (1956); R.D. Ruth, A canonical integration technique, IEEE Trans. Nu-
clear Science NS-30 (1983) 2669–2671; K. Feng, On difference schemes and symplectic geometry,
Proceedings of the 5-th Intern. Symposium on differential geometry & differential equations, Aug.
1984, Beijing (1985) 42–58.
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我们以(4.6)均匀电磁场中的E×B漂移为例，示例代码如下

1 E0=[0 , −0 .4 ,0 ] ; B0= [ 0 , 0 , 1 . 5 ] ; tmp=1; nt=1000∗tmp ; dt=0.02/tmp ; qm=1.0;
2 Ex=E0(1) ; Ey=E0(2) ; Ez=E0(3) ; Bx=B0(1) ; By=B0(2) ; Bz=B0(3) ;
3 vx (1) =0.8 ; vy (1 ) =0.1 ; vz (1 ) =0.2 ; x (1 ) =0.0 ; y (1 ) =0.0 ; z (1 ) =0.0 ;
4 vperp=sq r t ( vx (1 )ˆ2+vy (1) ˆ2) ; vd=[Ey/Bz , 0 , vz (1 ) ] ; wc=qm∗Bz ; rL=vperp /(qm

∗Bz) ;
5 rc =[rL∗vy (1) /vperp+x (1) ,−rL∗vx (1) /vperp+y (1) , z (1 ) ] ; phi0=atan(−vy (1) /vx

(1 ) ) ;
6 t =(1: nt ) ∗dt ; rcx=rc (1 )+vd (1) ∗ t ; rcy=rc (2 )+vd (2) ∗ t ; r c z=rc (3 )+vd (3) ∗ t ;
7 f i g u r e ( ’ un i t ’ , ’ normal ized ’ , ’ p o s i t i o n ’ , [ 0 . 0 2 , 0 . 1 , 0 . 6 , 0 . 4 ] , ’

DefaultAxesFontSize ’ ,15) ;
8 f o r method=1:2
9 f o r i t =1: nt

10 i f (method==2)
11 vx ( i t +1)=vx ( i t )+qm∗(Ex+(vy ( i t ) ∗Bz−vz ( i t ) ∗By) ) ∗dt ;
12 vy ( i t +1)=vy ( i t )+qm∗(Ey+(vz ( i t ) ∗Bx−vx ( i t ) ∗Bz) ) ∗dt ;
13 vz ( i t +1)=vz ( i t )+qm∗(Ez+(vx ( i t ) ∗By−vy ( i t ) ∗Bx) ) ∗dt ;
14 e l s e
15 qtmp=dt∗qm/2 ;
16 hx=qtmp∗Bx ; hy=qtmp∗By ; hz=qtmp∗Bz ; h2=hx∗hx+hy∗hy+hz∗hz ;
17 sx=2∗hx/(1+h2 ) ; sy=2∗hy/(1+h2 ) ; sz=2∗hz/(1+h2 ) ;
18 ux=vx ( i t )+qtmp∗Ex ; uy=vy ( i t )+qtmp∗Ey ; uz=vz ( i t )+qtmp∗Ez ;
19 uxtmp=ux+(uy∗ sz−uz∗ sy )+((uz∗hx−ux∗hz ) ∗ sz−(ux∗hy−uy∗hx ) ∗ sy ) ;
20 uytmp=uy+(uz∗ sx−ux∗ sz ) +((ux∗hy−uy∗hx ) ∗ sx−(uy∗hz−uz∗hy ) ∗ sz ) ;
21 uztmp=uz+(ux∗ sy−uy∗ sx )+((uy∗hz−uz∗hy ) ∗ sy−(uz∗hx−ux∗hz ) ∗ sx ) ;
22 vx ( i t +1)=uxtmp+qtmp∗Ex ;
23 vy ( i t +1)=uytmp+qtmp∗Ey ;
24 vz ( i t +1)=uztmp+qtmp∗Ez ;
25 end
26 x ( i t +1)=x( i t )+vx ( i t +1)∗dt ;
27 y ( i t +1)=y( i t )+vy ( i t +1)∗dt ;
28 z ( i t +1)=z ( i t )+vz ( i t +1)∗dt ;
29 end
30 i f (method==1)
31 subplot (121) ; p lo t3 (x , y , z , ’b− ’ , ’ Linewidth ’ , 2 ) ; hold on ;
32 subplot (122) ; p lo t3 (vx , vy , vz , ’b− ’ , ’ Linewidth ’ , 2 ) ; hold on ;
33 e l s e
34 subplot (121) ; p lo t3 (x , y , z , ’ g−− ’ , ’ Linewidth ’ , 2 ) ; hold on ;
35 subplot (122) ; p lo t3 (vx , vy , vz , ’ g−− ’ , ’ Linewidth ’ , 2 ) ; hold on ;
36 end
37 end
38 subplot (121) ; box on ; x l ab e l ( ’ x ’ ) ; y l ab e l ( ’ y ’ ) ; z l a b e l ( ’ z ’ ) ;
39 hold on ; p lo t3 ( rcx , rcy , rcz , ’ r−− ’ , ’ Linewidth ’ , 2 ) ; ax i s equal ;
40 l egend ( ’ Bor i s ’ , ’ Euler ’ , ’ Guiding cente r ’ , 1 ) ; l egend ( ’ boxo f f ’ ) ;
41 subplot (122) ; box on ; x l ab e l ( ’ v x ’ ) ; y l ab e l ( ’ v y ’ ) ; z l a b e l ( ’ v z ’ ) ;

结果如图3.8。此时回旋周期T = 2πm/qB = 4.19，dt = 0.2约为回旋周期的1/20，Boris的
守恒性表现非常好，而Euler法快速发散.

较完整的讨论及相对论拓展，可参考[Qin2013, Birdsall1991 p62]. 在等离子体
中，辛守恒或保结构算法近十几年得到大量的发展，尤其QinH组的系列文章。这
种算法目前主要的局限是对方程的形式有要求，导致无法像简单差分或RK算法等
一样通用。
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图 3.8: Boris算法求解电磁场中单粒子轨道

3.7.3 FDTD和和和Yee网网网格格格

时域有限差分（FDTD）是目前计算电磁波传播问题中普遍采用的算法，通常
也是计算电磁学中的标配，有大量文献可参考，如[Elsherbeni2012]、[Taflove2005]。
在等离子体物理中，主要在激光-等离子体相互作用的模拟中常用。空间差分

一般为中心差分，时间差分一般为蛙跳。最常用的网格为Yee网格[Yee1966]，即，
电场分量放在网格各棱中间，平行于各棱；磁场分量放在各面的中心，平行于
各面的法线。电场时间取样在整数步长(0, 1.0∆t, ..., n∆t)，磁场取样在半整数步
长(0.5∆t, 1.5∆t, ..., (n+ 0.5)∆t). 每一场分量与实际标志(i, j, k, n)的关系为

En
x (i, j, k) = Ex((i− 0.5)∆x, (j − 1)∆y, (k − 1)∆z, n∆t),

En
y (i, j, k) = Ey((i− 1)∆x, (j − 0.5)∆y, (k − 1)∆z, n∆t),

En
z (i, j, k) = Ez((i− 1)∆x, (j − 1)∆y, (k − 0.5)∆z, n∆t),

Hn
x (i, j, k) = Hx((i− 1)∆x, (j − 0.5)∆y, (k − 0.5)∆z, (n+ 0.5)∆t),

Hn
y (i, j, k) = Hy((i− 0.5)∆x, (j − 1)∆y, (k − 0.5)∆z, (n+ 0.5)∆t),

Hn
z (i, j, k) = Hz((i− 0.5)∆x, (j − 0.5)∆y, (k − 1)∆z, (n+ 0.5)∆t). (3.58)

对于完整的FDTD讨论，文献已较多，并且很容易找到现成代码。本书不再过
多讨论。

3.7.4 exp(Ĥt)的的的计计计算算算

不管人们是否意识到，时间演化方程∂tψ(x, t) = Ĥψ(x, t)的解(这里ψ可以是单
变量也可以是多变量{ψ1, ψ2, ...})，表达式exp(Ĥt)的重要性体现在许多方面，尤其
对于线性问题，这里Ĥ为算符，或者等价为矩阵8。在绪论的脚注中我们提到的薛

定谔方程的解ψ0e
Ĥt就是很好的例子。而等离子体物理中大量线性问题的时间演化

也可以归为求这个量。对于非线性问题，它在伪谱法中也常用。
在数学上，数值求exp(Ĥt)有许多方法，不过最快的可能还是求等价的本征值

问题，这在后文（尤其第5、6和8章）我们对比本征值法和初值法中也有一定程度
体现。它有意思的地方在于，在数值模拟系统的时间演化时，我们可以完全没有

8按表象理论，这在量子力学中以为大家熟知.
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时间离散误差，而只有空间离散误差(即，Ĥ)，并且，我们可以直接知道任意时刻
的系统的状态，而无需事先数值算出此前时刻的状态。对于exp(Ĥt)的计算，[蒋耀
林2013]的《工程数学的新方法》进行了较细致的讨论。

在最后，我们需要提及一点：以上涉及的常微分、偏微分方程的解法，基本属
于直接法，而其实如果发挥想象力，还可以有许多其他不同的间接解法。间接法
可以有许多，只要求解的问题与原问题可以等价。常见的有：蒙特卡洛求常微分
积分、解输运的偏微分方程，拉格朗日随流坐标法代替坐标固定的欧拉法（如，
后面章节的粒子模拟与Vlasov连续性模拟的对比）。间接解法关键在于如何找到
巧妙的等价系统，它可能是未来算法研究中比单纯的寻找更优化的直接算法格
式更值得注意的一个方向。后文将涉及其他一些例子，如，扩散方程的多角度求
解，等离子体色散关系的矩阵法，等。

习习习题题题

1. 自己推导一遍，审核本章所有的公式和结论。

2. 在3.2.3小节中，提及过精度与稳定性的问题。自己动手，a. 对比欧拉格
式和R-K四阶格式求解瑞利振子的相空间（x − ẋ）图；b.调节不同的µ值
（如4,20,40），取不同步长∆t（如0.1,0.2,0.5,0.8），分别用R-K四阶及蛙跳
格式，求解范德波尔方程9，画出相空间图。

3. 用泊松方程求解二维点电荷的电势，并与理论解对比. (提示：a. 二维点电荷
的势并非1/r形式而是ln r形式；b. 数值中点电荷的密度并非δ函数在某个网
格上无穷大，其取值需要根据网格大小进行调整，保证网格大小与点密度值
的乘积为真实密度值.)

9除了[Tajima2004]外，读者还可参阅[彭芳麟2010]，其中的6.2节对该方程的解有较详细的讨
论。
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第第第 4章章章 单单单粒粒粒子子子轨轨轨道道道

“当听者以为自己已有所得时，真正的内行会觉得连皮毛也不是。”
――克莱因，《数学在19 世纪的发展》

我想，单粒子轨道这个看似简单的问题可能也深邃到我们尚只理解其皮毛1。

在等离子体物理中，熟悉单粒子轨迹是研究更复杂的集体相互作用的基础，
有助于理解最基本的物理图景。其研究的问题是，假定粒子运动不影响外部电磁
场，粒子将如何运动。

4.1 洛洛洛伦伦伦兹兹兹力力力轨轨轨道道道

4.1.1 基基基本本本方方方程程程

在电磁场中，带电粒子受力主要为洛伦兹（Lorentz）力

F = q(E + v ×B), (4.1)

其运动轨迹2可由牛顿方程描述
dx

dt
= v, (4.2)

dv

dt
=

F

m
. (4.3)

含相对论时，运动方程(4.3)要改为

dp

dt
= F, (4.4)

鉴于(4.4)中，dp = d(γm0v) = d(m0v/
√

1− v2/c2)与v的复杂关系，有时计算时也
把相对论因子γ 提取出来，使用下面的简化计算公式（注意，严格计算时尽量不

1到2006年，讨论单粒子轨道，依然可以出现在PRL，如Qin, H. and Davidson, R. C., An Exact
Magnetic-Moment Invariant of Charged-Particle Gyromotion, Phys. Rev. Lett., 2006, 96, 085003.
能说我们还只理解皮毛，也可以从多体和非线性角度来理解，比如看起来简单的三体问题，依然
远未解决，比如2013年某期的PRL封面文章Milovan, S. and Dmitrasinovic, V., Three Classes of
Newtonian Three-Body Planar Periodic Orbits, Phys. Rev. Lett., 2013, 110, 114301.

2相应的算法在[Lipatov2002] chap3中有较细节讨论，包括相对论、非相对论，曲线坐标（如柱
坐标），显、隐格式.

65
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要用这个简化版本[Lipatov2002, p81]）

dv

dt
=

1

γ

F

m0

, (4.5)

在这里，针对具体问题，更重要的问题是，如何构造合适的电磁场位形模型。
本章中部分磁场位形设置有参考[Ozturk2011]，如偶极场、电流片磁场。

5

10

15

20

25

30

35

012

E=[0,E0,0], B=[0,0,B0], Uniform E&B field

x

z

y

图 4.1: 电磁场用(4.6)的E×B漂移，初速度为0，B0 = 1.0，m = 1，q = 1，E0 =
1.0

一个最简单的例子是单粒子在均匀磁场中的螺旋运动，或均匀电场中的类平抛
运动。另一个解析上可严格计算的是E×B漂移。构造电磁场

E = (0,E0,0), B = (0,0,B0), (4.6)

典型的轨迹如图4.1。磁场沿z方向，电场沿y方向，E×B沿x方向，与图中的计算
吻合。初速度为0的E×B的轨迹类似滚动轮胎上的点在空间划过的轨迹（习题：
证明这一点）。由于E×B漂移是严格的，形成一个整体与E、B平面垂直方向的
漂移，所以，不管电场多么大，磁场多么弱，都会有类似的轨迹。电场不会对粒
子无限加速，加速到一定大小后磁场会使它绕回来。这恰如“孙悟空逃不出如来
佛的五指山3”。

4.1.2 磁磁磁力力力线线线方方方程程程

一个矢量(Fx(x, y, z), Fy(x, y, z), Fz(x, y, z))的箭头的轨迹，其实与单粒子轨迹
的方程几乎是相同的，即

dx

Fx
=
dy

Fy
=
dz

Fz
=
dl

F
, (4.7)

把dl看成时间变量dt，上面方程就化为

dx

dl
=
Fx
F
,

dy

dl
=
Fy
F
,

dz

dl
=
Fz
F
,

(4.8)

3当然，有点像螃蟹，可从横向跑出。
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左边是位置的变化，右边相当于速度。这也是为什么有时也能把磁场写成哈密顿
形式（如，[White2006]）的原因。可视化中的磁力线追踪，一般求解的就是这组
方程。

4.1.3 磁磁磁镜镜镜中中中的的的轨轨轨迹迹迹

通常的等离子体物理教科书中演示磁矩守恒，从而导致粒子被俘获，用的都是
磁镜位形。因此我们首先构造这种位形，来精确数值求解研究其中的轨迹。

4.1.3.1 单单单匝匝匝电电电流流流环环环的的的磁磁磁场场场

我们需要用到单匝电流环线圈产生的磁场[Jackson1999, sec 5.5]4。电流密度矢
量为

J = Iδ (z′) δ (ρ′ − a) (− sinφ′, cosφ′, 0) , (4.9)

磁矢势为

A =
µ0

4π

∫
J (r′)

|r− r′|
d3r′. (4.10)

由于对称性，磁矢势只有φ分量，计算得

Aφ =
µ0I

2π

√
a

ρ

[
(k2 − 2)K (k2) + 2E (k2)

2k

]
, (4.11)

其中K和E为第一类和第二类椭圆函数
K
(
x2
)

=

∫ π/2

0

1√
1− x2sin2θ

dθ =
π

2

[
1 +

1

2
x2 + (

1

2
· 3
4
)2x4 + (

1

2
· 3
4
· 5
6
)2x6 + · · ·

]
,

E
(
x2
)

=

∫ π/2

0

√
1− x2sin2θdθ =

π

2

[
1− 1

2
x2 + (

1

2
· 3
4
)2x

4

3
− (

1

2
· 3
4
· 5
6
)2x

6

5
+ · · ·

]
,

(4.12)
表达式中

k2 =
4aρ

(a+ ρ)2 + z2
. (4.13)

从而，得到磁场

Bsinglecoil = ∇×A = −∂Aφ
∂z

ρ̂+
1

ρ

∂ (ρAφ)

∂ρ
ẑ. (4.14)

利用椭圆函数的导数
K ′ (x) =

1

2x (1− x)
E (x)− 1

2x
K (x) ,

E ′ (x) =
1

2x
E (x)− 1

2x
K (x) ,

(4.15)

4原书用的是球坐标，且只给出了Aφ而未给出最终的磁场表达式。同时，这里修正了原书的打
印错误。
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我们得到

Bρ =
µ0I

2π

z

ρ
√

(a+ ρ)2 + z2

[
a2 + ρ2 + z2

(a− ρ)2 + z2
E
(
k2
)
−K

(
k2
)]
,

Bz =
µ0I

2π

1√
(a+ ρ)2 + z2

[
a2 − ρ2 − z2

(a− ρ)2 + z2
E
(
k2
)

+K
(
k2
)]
,

Bθ = 0,

. (4.16)

下面的代码通过最简单的一阶算法画单匝电流圈的磁力线5，“B coilloop.m”

1 % Hua−sheng XIE , huashengxie@gmail . com , 2015−06−14 13 :33
2 % Plot d ipo l e f i e l d from s i n g l e cur rent c o i l
3

4 c l o s e a l l ; c l e a r ; c l c ;
5

6 c0=2e−7; % mu0/2 pi=2e−7
7 I=1e6 ; % current , un i t : A
8 a=0.5 ; % rad iu s o f cur rent c o i l , un i t : m
9 eps=1e−4;

10

11 % Set f i e l d f o r s i n g l e c o i l
12 rho=@(x , y , z ) s q r t ( x.ˆ2+y . ˆ 2 ) ; theta=@(x , y , z ) atan2 (y , x ) ;
13 k2 0=@(x , y , z ) 4∗a .∗ rho (x , y , z ) . / ( ( a+rho (x , y , z ) ) .ˆ2+z . ˆ 2 ) ;
14 k2=@(x , y , z ) k2 0 (x , y , z )−eps ∗( k2 0 (x , y , z )==1) ;
15 % K=@(x , y , z )KK( k2 (x , y , z ) ) ; % [K,E]= e l l i p k e (x ) ;
16 % E=@(x , y , z )EE( k2 (x , y , z ) ) ;
17 K=@(x , y , z ) p i /2 .∗(1+(1/2) ˆ2∗k2 (x , y , z ) +(1/2∗3/4) ˆ2∗k2 (x , y , z )

.ˆ2+(1/2∗3/4∗5/6) ˆ2∗k2 (x , y , z ) . ˆ 3 ) ;
18 E=@(x , y , z ) p i /2.∗(1−(1/2) ˆ2∗k2 (x , y , z ) +(1/2∗3/4) ˆ2∗k2 (x , y , z )

.ˆ2/3−(1/2∗3/4∗5/6) ˆ2∗k2 (x , y , z ) . ˆ3/5 ) ;
19 a1=@(x , y , z ) s q r t ( ( a+rho (x , y , z ) ) .ˆ2+z . ˆ 2 ) ;
20 b1 0=@(x , y , z ) ( a−rho (x , y , z ) ) .ˆ2+z . ˆ 2 ;
21 b1=@(x , y , z ) b1 0 (x , y , z )+eps ∗( b1 0 (x , y , z )==0) ;
22 b2=@(x , y , z ) aˆ2+rho (x , y , z ) .ˆ2+z . ˆ 2 ;
23 b3=@(x , y , z ) aˆ2−rho (x , y , z ) .ˆ2− z . ˆ 2 ;
24 Brho=@(x , y , z ) c0∗ I .∗ z . / ( ( rho (x , y , z )+eps ∗( rho (x , y , z )==0)) . . .
25 .∗ a1 (x , y , z ) ) . ∗ ( b2 (x , y , z ) . / b1 (x , y , z ) .∗E(x , y , z )−K(x , y , z ) ) ;
26 Bscz=@(x , y , z ) c0∗ I . / a1 (x , y , z ) . ∗ ( b3 (x , y , z ) . / b1 (x , y , z ) .∗E(x , y , z )+K(x , y , z ) )

;
27 Btheta=@(x , y , z ) 0 ;
28

29 Bscx=@(x , y , z )Brho (x , y , z ) .∗ cos ( theta (x , y , z ) )−Btheta (x , y , z ) .∗ s i n ( theta (x ,
y , z ) ) ;

30 Bscy=@(x , y , z )Brho (x , y , z ) .∗ s i n ( theta (x , y , z ) )+Btheta (x , y , z ) .∗ cos ( theta (x ,
y , z ) ) ;

31

32 fBx=@(x , y , z ) Bscx (x , y , z ) ; fBy=@(x , y , z ) Bscy (x , y , z ) ;
33 fBz=@(x , y , z ) Bscz (x , y , z ) ;
34 fB=@(x , y , z ) s q r t ( fBx (x , y , z ) .ˆ2+fBy (x , y , z ) .ˆ2+ fBz (x , y , z ) . ˆ 2 ) ;
35

5要注意，尤其在二维平面图时，不要混淆磁力线图和磁场等高线(contour)图。
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36 f i g u r e ( ’ un i t s ’ , ’ normal ized ’ , ’ p o s i t i o n ’ , [ 0 . 0 2 , 0 . 1 , 0 . 6 , 0 . 5 ] , . . .
37 ’ DefaultAxesFontSize ’ ,15) ;
38

39 r i =[1 .1 , 0 . 0 , 0 . 0 , 32 ;
40 1 . 2 , 0 . 0 , 0 . 0 , 63 ;
41 1 . 5 , 0 . 0 , 0 . 0 , 150 ;
42 2 . 1 , 0 . 0 , 0 . 0 , 300 ;
43 3 . 0 , 0 . 0 , 0 . 0 , 450 ;
44 0 . 1 , 0 . 0 , 0 . 0 , 200 ;
45 0 . 2 , 0 . 0 , 0 . 0 , 250 ;
46 ] ;
47 r i =[ r i ;− r i ] ;
48

49 x i=a∗ r i ( : , 1 ) ; y i=a∗ r i ( : , 2 ) ; z i=a∗ r i ( : , 3 ) ; n t i=abs ( r i ( : , 4 ) ) ;
50

51 npl=length ( x i ) ; f o r theta =0 :30 :150 ;
52

53 f o r i p l =1: npl
54

55 x0=x i ( i p l ) ∗ cos ( theta ∗ pi /180) ; y0=x i ( i p l ) ∗ s i n ( theta ∗ pi /180) ; z0=
z i ( i p l ) ;

56 dl =0.01/2; x = [ ] ; y = [ ] ; z = [ ] ; nt=nt i ( i p l ) ;
57 x (1)=x0 ; y (1 )=y0 ; z (1 )=z0 ;
58 f o r pm=[−1 ,1]
59 f o r i t =1: nt % need update to Bor i s /RK−4 . . .
60 x ( i t +1)=x( i t )+dl ∗ fBx (x ( i t ) , y ( i t ) , z ( i t ) ) /fB (x ( i t ) , y ( i t ) ,

z ( i t ) ) ∗pm;
61 y ( i t +1)=y( i t )+dl ∗ fBy (x ( i t ) , y ( i t ) , z ( i t ) ) /fB (x ( i t ) , y ( i t ) ,

z ( i t ) ) ∗pm;
62 z ( i t +1)=z ( i t )+dl ∗ fBz (x ( i t ) , y ( i t ) , z ( i t ) ) /fB (x ( i t ) , y ( i t ) ,

z ( i t ) ) ∗pm;
63 end
64 subplot (121) ; p lo t3 (x , y , z , ’ Linewidth ’ , 2 ) ; hold on ; box on ;
65 i f ( theta==0)
66 subplot (122) ; p l o t (x , z , ’ Linewidth ’ , 2 ) ; hold on ; box on ;
67 end
68 end
69 end
70 end %%
71 subplot (121) ; x l ab e l ( ’ x ’ ) ; y l ab e l ( ’ y ’ ) ; z l a b e l ( ’ z ’ ) ; ax i s equal ;
72 ax i s t i g h t ; hold on ; ang=0: p i /50 :2∗ pi ;
73 p lo t3 ( a .∗ cos ( ang ) , a .∗ s i n ( ang ) , 0 .∗ cos ( ang ) , ’ ro ’ , ’ LineWidth ’ , 5 ) ;
74

75 subplot (122) ; x l ab e l ( ’ x ’ ) ; y l ab e l ( ’ z ’ ) ; ax i s equal ; ax i s t i g h t ;
76 p lo t ([−a , a ] , [ 0 , 0 ] , ’ ro ’ ) ; hold on ; p l o t ([−a , a ] , [ 0 , 0 ] , ’ rx ’ ) ; hold on ;
77

78 s e t ( gcf , ’ PaperPositionMode ’ , ’ auto ’ ) ;
79 pr in t ( gcf , ’−dpng ’ , ’ B co i l l o op . png ’ ) ;
80 pr in t ( gcf , ’−dpdf ’ , ’−pa in t e r s ’ , ’ B c o i l l o op . pdf ’ ) ;
81 saveas ( gcf , ’ B co i l l o op . f i g ’ , ’ f i g ’ ) ;

其画出的磁力线如图4.2. 注意，由于只采用了低阶算法，为了保证精度，需要把
步长dl取的足够小。最简单的验证数值是否收敛的方式是把dl减半，看结果是否明
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图 4.2: 用方程(4.16)画出的单匝电流圈产生的偶极场三维和二维磁力线(后附彩图).

显变。

对于以上圆环电流产生的磁场，[彭芳麟2004]也用了其他方式（三种：连带勒
让德函数叠加表示、椭圆函数表示、直接数值积分表示）画磁力线，有兴趣的读
者可参考。如果同时需要标出磁力线的方向，读者可使用arrow.m画上箭头。

4.1.3.2 磁磁磁镜镜镜中中中的的的磁磁磁场场场

磁场满足叠加性，磁镜的磁场可看作由两个相距为L的单匝线圈生成

Bmirror = Bsinglecoil (r− L/2) + Bsinglecoil (r + L/2) . (4.17)

我们这里通过调用现成的函数来画磁力线。椭圆函数在MATLAB中为ellipke，
磁力线可用streamline来画。这里与前面的一样，画磁力线主要的困难其实在于筛
选哪些磁力线要画哪些不画，这非常需要耐心，但无原则性困难。
“siglecoil field rhothetaz fun.m”

1 f unc t i on s i g l e c o i l f i e l d r h o t h e t a z f u n
2

3 c l o s e a l l ; c l e a r ; c l c ;
4

5 c0=2e−7; % mu0/2 pi=2e−7
6 I=1e6 ; % current , un i t : A
7 a=0.2 ; % rad iu s o f cur rent c o i l , un i t : m
8 L=2.0; eps=1e−4;
9

10 % Set f i e l d f o r s i n g l e c o i l
11 rho=@(x , y , z ) s q r t ( x.ˆ2+y . ˆ 2 ) ; theta=@(x , y , z ) atan2 (y , x ) ;
12 k2 0=@(x , y , z ) 4∗a .∗ rho (x , y , z ) . / ( ( a+rho (x , y , z ) ) .ˆ2+z . ˆ 2 ) ;
13 k2=@(x , y , z ) k2 0 (x , y , z )−eps ∗( k2 0 (x , y , z )==1) ;
14 K=@(x , y , z )KK( k2 (x , y , z ) ) ; E=@(x , y , z )EE( k2 (x , y , z ) ) ;
15 a1=@(x , y , z ) s q r t ( ( a+rho (x , y , z ) ) .ˆ2+z . ˆ 2 ) ;
16 b1 0=@(x , y , z ) ( a−rho (x , y , z ) ) .ˆ2+z . ˆ 2 ;
17 b1=@(x , y , z ) b1 0 (x , y , z )+eps ∗( b1 0 (x , y , z )==0) ;
18 b2=@(x , y , z ) aˆ2+rho (x , y , z ) .ˆ2+z . ˆ 2 ;
19 b3=@(x , y , z ) aˆ2−rho (x , y , z ) .ˆ2− z . ˆ 2 ;
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Mirror machine B field line, I=1MA, a=0.2m, L=2m
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图 4.3: 磁镜中磁力线的二维和三维图

20 Brho=@(x , y , z ) c0∗ I .∗ z . / ( ( rho (x , y , z )+eps ∗( rho (x , y , z )==0)) . . .
21 .∗ a1 (x , y , z ) ) . ∗ ( b2 (x , y , z ) . / b1 (x , y , z ) .∗E(x , y , z )−K(x , y , z ) ) ;
22 Bscz=@(x , y , z ) c0∗ I . / a1 (x , y , z ) . ∗ ( b3 (x , y , z ) . / b1 (x , y , z ) .∗E(x , y , z )+K(x , y , z ) )

;
23 Btheta=@(x , y , z ) 0 ;
24

25 Bscx=@(x , y , z )Brho (x , y , z ) .∗ cos ( theta (x , y , z ) )−Btheta (x , y , z ) .∗ s i n ( theta (x ,
y , z ) ) ;

26 Bscy=@(x , y , z )Brho (x , y , z ) .∗ s i n ( theta (x , y , z ) )+Btheta (x , y , z ) .∗ cos ( theta (x ,
y , z ) ) ;

27

28 Bsc=@(x , y , z ) [ Bscx (x , y , z ) , Bscy (x , y , z ) , Bscz (x , y , z ) ] ;
29

30 % Calcu la te and Plot mirror machine B f i e l d l i n e
31 [X,Y,Z]=meshgrid (−2.5∗a : a /10 : 2 . 5∗ a ,−2.5∗a : a /10 : 2 . 5∗ a ,−0.6∗L :L/10 : 0 . 6∗L)

;
32 Bx=Bscx (X,Y,Z+L/2)+Bscx (X,Y,Z−L/2) ;
33 By=Bscy (X,Y,Z+L/2)+Bscy (X,Y,Z−L/2) ;
34 Bz=Bscz (X,Y,Z+L/2)+Bscz (X,Y, Z−L/2) ; BB=sqr t (Bx.ˆ2+By.ˆ2+Bz . ˆ 2 ) ;
35

36 Bmid=BB( f l o o r ( end /2) , f l o o r ( end /2) , f l o o r ( end /2) )
37

38 h=f i g u r e ;
39

40 [ rho , theta , z ]=meshgrid (0 . 01∗ a : 0 . 1 5∗ a : 0 . 4 ∗ a , 0 : p i /6 :2∗ pi ,−0.5∗L) ;
41 sx=rho .∗ cos ( theta ) ; sy=rho .∗ s i n ( theta ) ; sz=z ;
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42

43 subplot (211) ; s t r eaml ine (X,Y, Z ,Bx ,By , Bz , sx , sy , sz , [ 0 . 1 , 2 0 0 0 ] ) ; ax i s
44 equal ; view (3) ; camro l l (270) ; ax i s o f f ; a x i s t i g h t ; t i t l e ( [ ’ Mirror
45 machine B f i e l d l i n e , I=’ , num2str ( I /1 e6 ) , . . .
46 ’MA, a=’ , num2str ( a ) , ’m, L=’ , num2str (L) , ’m’ ] ) ;
47 hold on ; ang=0: p i /50 :2∗ pi ;
48 p lo t3 ( a .∗ cos ( ang ) , a .∗ s i n ( ang ) , 0 .∗ cos ( ang )+L/2 , ’ r ’ , ’ LineWidth ’ , 5 ) ;
49 hold on ;
50 p lo t3 ( a .∗ cos ( ang ) , a .∗ s i n ( ang ) , 0 .∗ cos ( ang )−L/2 , ’ r ’ , ’ LineWidth ’ , 5 ) ;
51

52 subplot (212) ; s t r eaml ine (X,Y, Z ,Bx ,By , Bz , sx , sy , sz , [ 0 . 1 , 2 0 0 0 ] ) ; ax i s
53 equal ; view (90 ,0 ) ; camro l l (270) ; ax i s t i g h t ;
54 x l ab e l ( ’ x ’ ) ; y l ab e l ( ’ y ’ ) ; z l a b e l ( ’ z ’ ) ; box on ; hold on ;
55 ang=0: p i /50 :2∗ pi ;
56 p lo t3 ( a .∗ cos ( ang ) , a .∗ s i n ( ang ) , 0 .∗ cos ( ang )+L/2 , ’ r ’ , ’ LineWidth ’ , 5 ) ;
57 hold on ;
58 p lo t3 ( a .∗ cos ( ang ) , a .∗ s i n ( ang ) , 0 .∗ cos ( ang )−L/2 , ’ r ’ , ’ LineWidth ’ , 5 ) ;
59

60 pr in t (h , ’−dpng ’ , [ ’ m i r r o r f i e l d a=’ , num2str ( a ) , ’ ,L=’ , num2str (L) , ’ . png ’ ] )
;

61 c l o s e a l l ; end
62

63 %% E l l i p s e func t i on
64 f unc t i on K=KK(x)
65 [K,E]= e l l i p k e (x ) ;
66 end func t i on E=EE(x )
67 [K,E]= e l l i p k e (x ) ;
68 end

首先把单电流环的磁场用函数表出，再应用到磁镜中。假设，两个圈中电流均
为1MA（实际中每个圈都是由同一根导线绕足够多圈组成的，这可使导线中的实
际电流并不大），半径0.2米，相距2米，产生的磁力线结构如图4.3（注意：这是
精确的，不是示意图）。

习题：验证计算得对称轴中心处的磁场大小为0.0586特斯拉，以及计算两边线
圈中心点的磁场。

由于代码中磁场是用函数表示出来的，代入空间任何一点的位置，均可直接给
出磁场三分量值，相较于离散表示的磁场，使用起来更便捷，比如，求粒子轨迹
时，不必再进行插值获取粒子当前位置处的磁场。本节后面几个小节的磁场也采
取类似方法构造。

一般的直线等离子体装置是由多组线圈组成的，当只接通其中两个线圈，并通
同向电流时，就可构成一个近似的磁镜装置。目前国内，中国科学技术大学和浙
江大学有这样的装置。尽管实际中有许多非理想效应（如，电场扰动、线圈大小
影响），但其中的粒子轨迹依然可用本节的内容进行粗略考察。多匝线圈的磁场
可通过上面类似的叠加方法建模。为了使读者有更直观认识，图4.4给出了直线等
离子体装置的概念图。

4.1.4 地地地磁磁磁场场场中中中的的的轨轨轨迹迹迹

比较详细的地磁场中粒子轨迹可参考一些空间物理专著，如[徐荣栏2005].
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图 4.4: 浙江大学直线等离子体装置设计示意图，取自装置设计文档

4.1.4.1 偶偶偶极极极场场场模模模型型型

在前面，我们已经通过单匝电流圈产生了偶极场，当电流圈半径趋于零，就变
成理想偶极场。理想偶极场形式比较简单，使用起来较为方便。地磁场可用理想
偶极场近似

Bdip(r) =
µ0

4πr3
[3 (M · r̂) r̂−M] , (4.18)

其中r = xx̂+yŷ+zẑ，r = |r|，r̂ = r/r。对于地球，M = −M ẑ，反平行于z轴。在
地球赤道处x = 1Re, y = z = 0，地磁场强度约为B0 = 3.07×10−5T，得µ0M/4π =
B0R

3
e。于是，笛卡尔坐标中，磁场的表达式为

Bdip = −B0R
3
e

r5

[
3xzx̂ + 3yzŷ +

(
2z2 − x2 − y2

)
ẑ
]
. (4.19)

用4阶R-K算法，可很简单的求解。一个典型的轨迹如图4.5，由于该图是接近
真实数据（模型）计算所得，因此基本可认为是地磁场中带电粒子真实轨迹。图
中可清楚的看出三个周期运动：拉莫尔回旋、两极间反弹和环向进动。对拉莫半
径的大小，运动的周期均可有直观的认识。我们知道地磁场中带电粒子运动有三
个绝热不变量（通常为二阶守恒量）6，这里第一绝热不变量磁矩µ = mv2

⊥/2B守
恒，代表粒子每个回旋运动绕成的轨道面中通过的磁力线数量不变，这导致粒
子在强磁场处会反弹；第二绝热不变量J =

∮
v‖dl使得每次的反弹点位置（纬

度值）都相同；第三绝热不变量代表磁通守恒，这里体现为粒子限定在同一磁
面上运动，因此不会沿径向向内或向外漂移，偏离磁面的大小为回旋半径rL量
级。我们同时注意到这里的粒子（质子）能量已经到10MeV了（对比：典型聚
变中产生的α粒子为3.52MeV），依然约束很好7。正因为如此，模仿地磁场，

6关于绝热不变量更细节的讨论，包括相对论形式或更高阶守恒形式，可参考经典著
作[Spitzer1956].

7这里是静磁场无碰撞的情况，实际中由于碰撞、扰动场（比如宏观或微观湍流）等，依然会有
径向运动，从而破坏约束。这属于后面的碰撞和输运中所讨论的课题。
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图 4.5: 近似地磁场（理想偶极场）中带电粒子典型轨道(后附彩图)

是有可能构造一个大型的地面实验装置来实现磁约束聚变。这种设想首先由A.
Hasegawa在1987年[Hasegawa1987]左右提出，并且MIT确实在1990s着手建立了一
个磁悬浮线圈的偶极场装置LDX8，不过受限于工程和经费，目前依然只在低（温
度密度）参数下运行，并且主要目标开始转移到用来实验模拟地磁场物理。同
样，磁镜中的粒子轨道也会体现三个绝热不变量，如图4.6中的左图是约束很好的
粒子。但是磁镜通常有端点粒子损失，这通常是对于抛射角小（平行速度大于垂
直速度）的粒子，从而难以实现完美的约束，粒子在速度空间的分布函数也会变
成所谓的损失锥分布，右图中的粒子就是一种约束不佳的情况。这种损失锥分布
还可能进一步导致所谓的损失锥不稳定性，进一步破坏约束。

4.1.4.2 有有有太太太阳阳阳风风风的的的模模模型型型

由于太阳风的影响，在离x轴一段距离的地方再加一个偶极场，组成双偶极
场，可能是对（受太阳风影响的）地磁场一个更好的近似，如，取

B (x, y, z) = Bdip (x, y, z) + Bdip (x− 20Re, y, z) . (4.20)

其中Bdip 依然由(4.19)给出。这种也可以通过类似前面画磁镜位形磁力线的方式去
画磁力线。

另一种尽可能简单的模型可用如下形式

B = Bdip +BT x̂, (4.21)

其中BT = BT tanh(−z/δ)9。早期（如1960s、1970s），研究有太阳风的地磁场中
粒子轨迹采用的便是此类简单模型10。所描绘的典型的磁力线示意图见图4.7，其
中我们可以看到对于磁层顶该模型并非好的模型，而对于磁层中间部分和磁尾的
描述，大致能符合实际。

8http://www-internal.psfc.mit.edu/ldx/
9更简单的是BT为常数，在z > 0时，BT < 0，z < 0时，BT > 0. 不过，这时函数会不连续。

10可参看[Luhmann1979]中的参考文献。
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图 4.6: 磁镜位形中典型粒子轨道(后附彩图)
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图 4.7: 近似的含太阳风的地磁场模型示意图(后附彩图)



· 76 · 第 4章 单粒子轨道

应用较广、较实际同时更复杂的其他地球周围磁场模型还有Tsyganenko模型
和IGRF模型等11。前者含太阳风位形，1989年第一版出现以来，还有几个后续版
本；后者是国际标准模型，采用球谐函数展开，系数源自实测数据的拟合，并且
在不断更新。这两个模型都可在网上找到现成的代码调用。

关于地磁场（偶极磁场）中粒子轨迹更多详细的问题可参考[阿尔芬1974]，这
是一本不可多得的参考书，对问题的描述简单明了但又不失参考价值。由于当
时（第二版，1962）数值技术不发达，原书以解析结论为主，辅以少量的数值结
果。感兴趣的读者，可借助今天的计算机，作更多细致的计算。

4.1.5 Tokamak中中中的的的轨轨轨迹迹迹

这里主要是磁场的设置，包括环向场和极向场，然后变回到直角坐标. 大环

径比，简单同心圆磁面，我们可以这样设置：r =
√

(
√
x2 + y2 −R0)2 + z2，R =√

x2 + y2，安全因子（safety factor）q形式任意，比如q = q1 + q2r + q3r
2，环向磁

场Bt = B0R0/R，极向磁场Bp = Btr/(qR0)，无径向磁场。
Bx = Bt

−y
R
−Bp

z

r

x

R
,

By = Bt
x

R
−Bp

z

r

y

R
,

Bz = −Bp
z

r

R−R0

r
.

(4.22)

典型的轨迹如图4.8和4.9。我们注意到能量E的守恒性并不好，这是RK算法的
精度导致的，可以通过缩短时间步长来改善12（习题：改用Boris算法重新求解以
上问题。）。这个问题也可以直接用环坐标或磁面坐标。

4.1.6 电电电流流流片片片中中中的的的轨轨轨迹迹迹

撕裂模或磁重联模拟中，大部分情况人们关心场的演化，反倒较少看粒子运动
轨迹。我们可以采用简单的电流片模型

B = B0tanh(
z

d
)x̂+Bnẑ. (4.23)

典型的轨道如图4.10。

注：本章中一些磁场位形（如tokamak、理想偶极场、电流片，等）的带电粒
子轨道可以通过orbitm代码集13去计算，因此这里未再贴出具体的计算和作图代
码。

11比较详细的介绍可在这里找到http://www.iki.rssi.ru/vprokhor/descr/msphere.htm，“The
magnetosphere regions and boundaries models”。

12注意：MATLAB中[t,y]=ode45(@orbit,0:dt:tend,yy0,options)，直接改dt并不有效，需要
改options = odeset(’RelTol’,1e-5)控制精度。

13http://hsxie.me/codes/orbitm/
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图 4.10: Harris电流片中典型粒子轨迹

4.2 导导导心心心轨轨轨道道道

在有明显磁场的时候，带电粒子轨迹可解耦为绕磁力线的螺旋运动和导心
（Guiding center）的漂移运动。我们通常不关心小尺度（Larmor半径）的螺旋运
动14，而关心其轨道中心的整体漂移，这样可看出轨迹的整体趋势，同时也可大大
简化计算。相应的理论叫导心轨道理论。这种处理方式最早由Alfven作为基本概念
引入等离子体物理进行了详细研究。

4.2.1 各各各种种种导导导心心心漂漂漂移移移

在基础等离子体教材中介绍有各种形式的导心漂移过程，这里我们不再介绍细
节，只给出几种常用的导心漂移公式。在均匀的外力场中的漂移

vf =
1

q

F ×B

B2
, (4.24)

当外力为电场E时F = qE就是所谓的E ×B漂移

vE =
E ×B

B2
, (4.25)

其大小和方向与粒子的质量和电荷正负无关。非均匀磁场中会带来梯度∇B漂移

vg =
1

mΩ
µb×∇B, (4.26)

14斯陶莫（Stomer, 1955），一生的工作中，受贝尔克兰德极光模拟实验刺激，计算地磁场中带
电粒子的轨迹花了后三十年的时光. 现在大多数人知道阿尔芬对导心轨道的贡献，已几乎没人知道
斯陶莫。这说明解析上计算粒子轨迹依然是可能的，即使很复杂，但可能并非明智的选择。再，对
于更复杂的轨道，自诺依曼计算机造出来几十年后，人们有时连导心理论也懒得管了，扔给计算
机，要算多准有多准。这里很难说单个人的能力是进步了还是退步了。
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和曲率漂移

vc =
1

Ω
v2
‖∇× b. (4.27)

真空磁场时的总漂移

vd = vg + vc =
m

q

Rc ×B

R2
cB

2

(
v2
‖ +

1

2
v2
⊥

)
, (4.28)

这里Ω = Bq/m为回旋频率，b = B/B为单位磁场矢量，µ为磁矩，Rc为曲率半

径。对于平行速度的变化，与磁矩守恒等价，我们可以认为粒子受到所谓的磁镜
力(mirror force)

F‖ = −µ∇‖B, (4.29)

该力导致粒子沿平行方向的加速或减速。

当电场随时间快速变化时，会产生所谓的极化漂移

vp =
1

ΩB

dE

dt
, (4.30)

注意到回旋频率表达式中电荷q的正负，这个极化漂移对于电子和离子方向不同，
因而可以产生所谓的极化电流jp =

∑
s=e,i qsnsvps。

4.2.2 一一一组组组实实实用用用的的的磁磁磁面面面坐坐坐标标标公公公式式式

在研究托卡马克粒子轨道、波与不稳定性、输运等许多问题中，都需要用到所
谓的磁面坐标，同一磁面上的径向坐标定义为相同，同时对极向和环向坐标也作
变换，使得磁力线在新的坐标中为直线。把问题化到磁面坐标的好处是可以充分
利用其中的对称性，而把复杂性全部归入度规张量中。详解磁面坐标的文献，可
参考[DHaeseleer1991]。
我们这里处理最简单、也在理论和模拟研究中极常用的一组磁面位形，即带偏

移的圆形磁面位形（shifted circle flux surface或叫Shafranov位移位形）。再退化，
则变为同心圆磁面位形。

首先，我们讨论托卡马克的几何位形并引入磁面坐标。
我们考虑低β(∼ ε2)的平衡模型，其中ε = r/R0 � 1 是逆环径比(aspect ratio)。

在圆导体壁边界条件下，最低阶平衡磁面为同心圆；到二阶O(ε2)，磁面为带位移
的圆。磁面可以用通常的大柱坐标(R, φc, Z)定义，其方程为：

R = R0 + rs cos θs −∆(rs), (4.31a)

φc = −ζs, (4.31b)

Z = rs sin θs, (4.31c)

其中R0是大半径，取Shafranov位移∆(0) = 0 (注意：有些作者使用∆|rs=a = 0，但
真正起作用的是Shafranov位移对径向变量的导数∆′(r)，其中a是小半径)。Boozer磁
面坐标(rf , θf , ζf )与几何坐标(rs, θs, ζs)的关系是r = rs，ζf = ζs及θf = θs − (ε +
∆′) sin θs[Meiss1990]，同时[White2006]

∆(r) =

∫ r

0

q2dr

r3R0

∫ r

0

[r2

q2
− 2

R2
0

B2
0

rp′
]
rdr, (4.32)
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图 4.11: 带位移的圆磁面平衡。
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其中q是安全因子，B0是轴心磁场强度，p为归一化压强。
以上二阶平衡的正确性，在文献中很少给出详细的验证过程，我们这里给

出Grad-Shafranov平衡方程无近似情况下的数值解(由VMOMS代码[Lao1982,Lao1983]计
算所得)的结果，以验证这里半解析平衡确实可用。图4.12中ε = a/R = 0.25。对
于低β ∼ ε2 (β1 = 0.0403)，拉长度E ' 1 + 10−2和三角形变T ' 10−4均非常小，
确实可忽略。这显示带位移的圆磁面平衡对低β确实是充分的。不过，对于高β
(β2 = 0.2015)，拉长度E ' 1.2和三角形变T ' 0.1均非常明显，这里的近似平衡模
型误差较大。这里拉长度E为椭圆形变的纵横比，如果接近1，则拉长度很小，磁
面近似为圆。三角形变为对称中心偏离椭圆中心的量度[Lao1982]，其值接近0则表
示三角形变很小。

同时需要验证的是方程(4.32)。图4.13给出了位移的解析解与数值解的对比，两
者确实可以符合较好，对应的曲线几乎重合。这表明，在ε � 1和β � 1时，以上
半解析平衡确实能够正确计算平衡磁面位移。

最后，几何角和磁面角的差别显示在图4.14中，它们相差O(ε)。左图为Shafranov坐
标，中间为磁面坐标，右图为θf与θs的关系。
这一小节的细节在附录的10.2小节给出，计算磁面坐标用到的一些磁流体平衡

等等概念（在第5章会进一步涉及）也比较细节，所以这部分暂时看不懂可以先忽
略。

4.2.3 托托托卡卡卡马马马克克克中中中公公公式式式（（（R. B. White’s）））

为了有效的利用平衡磁场的对称性，托卡马克中，我们通常采用磁面坐
标(ψ, θ, ζ)，ψ为极向磁通，θ为极向角，ζ为环向角。磁场通常写为协变形式

B0 = δ∇ψ + I∇θ + g∇ζ, (4.33)

逆变式为

B0 = q∇ψ ×∇θ − g∇ψ ×∇ζ, (4.34)

得到坐标变换的雅可比(Jacobian)为

J−1 = ∇ψ · ∇θ ×∇ψ =
B2

0

gq + I
. (4.35)

赝正则方程[White2006 chap3]

ζ̇ =
ρ‖B

2

D
(q + ρ‖I

′)− (µ+ ρ2
‖B)

I

D

∂B

∂ψ
− I

D

∂Φ

∂ψ
(4.36)

θ̇ =
ρ‖B

2

D
(1− ρ‖g′) + (µ+ ρ2

‖B)
g

D

∂B

∂ψ
+
g

D

∂Φ

∂ψ
(4.37)

ψ̇ = − g
D

(µ+ ρ2
‖B)

∂B

∂θ
+
I

D
(µ+ ρ2

‖B)
∂B

∂ζ
+
I

D

∂Φ

∂ζ
− g

D

∂Φ

∂θ
(4.38)
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ρ̇‖ = −
(1− ρ‖g′)(µ+ ρ2

‖B)

D

∂B

∂θ
−

(1− ρ‖g′)
D

∂Φ

∂θ

−
(q + ρ‖I

′)

D

∂Φ

∂ζ
−

(q + ρ‖I
′)(µ+ ρ2

‖B)

D

∂B

∂ζ
. (4.39)

这里ρ‖ =
v‖
Ωα
≡ mα

ZαB0
v‖为“平行回旋半径”，带撇导数I

′ ≡ dI
dψ
和g′ ≡ dg

dψ
，D =

gq + I + ρ‖(gI
′
ψ − Ig′ψ)，µ = mv2

⊥/2B，E = ρ2
‖B

2/2 + µB + Φ。以上方程对

质量、能量、磁场等等都采用了White06原文一样的归一化。典型的运动轨
迹见图4.15和4.16。R. B. White在1980s左右发展起来的ORBIT代码15目前依然

是tokamak中计算试验粒子轨道和相关准线性输运等等问题常用的一个代码。
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图 4.15: 托卡马克中典型的通行粒子导心轨迹(后附彩图)

4.2.4 理理理想想想偶偶偶极极极场场场磁磁磁面面面坐坐坐标标标导导导心心心运运运动动动公公公式式式

磁面坐标(χ, ψ, ζ)可以写为
χ = θ,

ψ =
M sin2 θ

r
,

ζ = φ,


r =

M sin2 χ

ψ
,

θ = χ,

φ = ζ.

(4.40)

15ftp://ftp.pppl.gov/pub/white/Orbit
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图 4.16: 托卡马克中典型的捕获粒子导心轨迹(后附彩图)

静态场δΦ = 0，δB = 0，导心运动公式

χ̇ =
B

Bχ

v‖, (4.41)

ψ̇ = 0, (4.42)

ζ̇ =
c

e
(µB +mv2

‖)
(
∂ψ −

Bψ

Bχ

∂χ

)
lnB, (4.43)

v̇‖ = − µ
m

B

Bχ

∂χB, (4.44)

B = ψ3

M2 sin6 χ

√
3 cos2 χ+ 1, Bχ = ψ2(1+3 cos2 χ)

M sin5 χ
, Bψ = − 2ψ cosχ

M sin4 χ
, ∂χB = − ψ3

M2

3 cosχ(5 cos2 χ+3)

sin7 χ
√

3 cos2 χ+1
,

∂ψB = 3ψ2

M2 sin6 χ

√
3 cos2 χ+ 1.

我们在这组坐标下可以计算的典型导心运动见图4.17，粒子导心自动限制在同
一磁面上。

不过上面的磁面坐标不正交，我们还可以选择下面的磁面坐标(ψ, χ, ζ)
ψ =

M sin2 θ

r
,

χ =
M cos θ

r2
,

ζ = φ,


1 = r4

( χ
M

)2

+ r
ψ

M
,

χ

ψ2
=

cos θ

M sin4 θ
,

φ = ζ.

(4.45)
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图 4.17: 理想偶极场的导心中心运动.

这组磁面坐标的一个缺点是r = r(ψ, χ)和θ = θ(ψ, χ)的显式形式比较复杂以及取
等∆χ时坐标网格在赤道面附近的实际间隔相较于两极处的网格会太稀。上述两组
坐标的对比见图4.18.
协变矢量eα = ∂αr，逆变矢量eα = ∇α，及eα × eβ = J −1eγ和eα · eβ = δαβ .
eψ = ∇ψ =

M sin θ

r2
(− sin θêr + 2 cos θêθ),

eχ = ∇χ = −M
r3

(2 cos θêr + sin θêθ),

eζ = ∇ζ =
1

r sin θ
êφ,


eψ = ∂ψr =

r2(− sin θêr + 2 cos θêθ)

M sin θ(1 + 3 cos2 θ)
,

eχ = ∂χr = −r
3(2 cos θêr + sin θêθ)

M(1 + 3 cos2 θ)
,

eζ = ∂ζr = r sin θêφ,
(4.46)

球坐标单位矢量(êr, êθ, êφ) = (r̂, θ̂, φ̂). 上述磁面坐标是正交的，及B = ∇φ×∇ψ =
∇χ，B =

√
B ·B = (M/r3)

√
1 + 3 cos2 θ. 实际上，任意函数χ = g( cos θ

r2
)也满足

正交条件(通过全微分条件证明)，不过它们依然难于给出显式的r = r(ψ, χ)和θ =
θ(ψ, χ)以及不再有B = ∇χ. 因此，(4.45)是满足正交条件的最简单的磁面坐标16.
其中的导心运动公式为

dζ

dt
= −c∂Φ

∂ψ
−
(c
e
µ+

eB

mc
ρ2
‖

)∂B
∂ψ

, (4.47a)

dψ

dt
= c

∂Φ

∂ζ
, (4.47b)

dχ

dt
=

e

mc
ρ‖B

2, (4.47c)

16[Kageyama2006]通过四次方程的根给出了上述磁面坐标中r = r(ψ, χ)和θ = θ(ψ, χ)的解析
表达式。如果只是数值计算，还可以通过函数求逆或者插值方法获得r和θ。同样该文通过变
换ψ′ = f(ψ)得到了修改的正交磁面坐标，可以使得赤道面附近的网格也比较均匀。
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dρ‖
dt

= −c∂Φ

∂χ
−
(c
e
µ+

eB

mc
ρ2
‖

)∂B
∂χ

. (4.47d)

其中我们允许了静电扰动Φ非零。由于较为繁琐，我们这里忽略了磁面坐标和对应
导心轨道的推导细节，读者可以参考相关文献，比如Boozer1980.

4.3 补补补注注注

单粒子运动的拓展问题极其丰富，也通常是我们理解一些问题的起步点，比如
激光加速、波加热、输运问题的试验粒子（test particles）法，等。

2012年，周长27公里的LHC基本确认了粒子物理标准模型中最后一个粒子Higgs粒
子。超出标准模型的新“粒子”可能要在至少高几个数量级的新能区才能出现，
地面加速器已经很难达到需求，更好的策略是使用空间望远镜，探测宇宙这个
天然的加速器产生的信号。因此，大型加速器的使命可能已基本完成。在另一方
面，低成本、小型、强加速能力的“台面（Desktop）”加速器不断有广阔的应用
前景。而激光加速17则是目前实现这种“桌面”加速器最佳的候选者，因此可能是
未来数十年加速器领域最热门、最重要的方向。

不管是空间物理还是实验室聚变等离子体，波加热也是一个重要研究方向，它
不仅有应用价值（如帮助聚变实现）也有理解基础物理过程的价值（如空间和激
光中一些粒子加速机制目前并未明确）。在一些研究中，加热和加速，有时也并
不严格区分。

17Tajima, T. and Dawson, J. M., Laser Electron Accelerator Phys. Rev. Lett., 1979, 43, 267-270.
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等离子实验中的反常输运目前还未完全研究清楚，实验测量到的输运通常远大
于经典的碰撞输运和新经典理论的预计，目前一般认为是微观湍流输运导致的，
它本质上是一个非线性过程。但是，作为简单的第一步估计，我们常常用所谓的
试验粒子法，也即构造线性的微观不稳定性的扰动，再随机产生大量按特定实空
间和速度空间分布的试验粒子，追踪其单粒子的轨道，再作统计平均，研究其输
运特性，这是一种准线性的方法。准线性主要体现在试验粒子本身生成的电磁场
不再直接耦合回给定的微观不稳定性扰动场。

总之，单粒子运动问题依然是非常值得研究的课题，背后有丰富的物理细节和
应用价值。

另外，本章的数值计算只使用了简单的算法，对于精度要求高或者需要保证长
时间稳定性的，可能需要选择更合适的算法，比如前一章提及的Boris算法，或者
辛算法，不过这两种算法对方程的形式有要求，所以也并非万能的。

习习习题题题

1. 分别计算电子和质子在什么能量时，需要计入相对论效应。聚变产物α粒
子的能量为3.52MeV，计算它与本底等离子体相互作用时是否需要相对
论公式？（提示，如果不愿动手计算，那么记住电子和质子的静能分别
为511keV和938MeV可对是否要用相对论有大致判定。）

2. 用Lorentz力方程数值研究曲率漂移，并与理论公式对比。

3. 从头计算，检验(4.16)是否正确。

4. 用4.1.4小节中提到的其他地球周围磁场模型，取一些有趣的参数（比如，在
磁顶或磁尾处，用不同能量、不同抛射角），研究粒子轨迹。

5. 电磁场中加速运动的粒子会发出辐射而损失能量，一个粒子在均匀恒定磁场
中作圆周运动，能量损失为（朗道and栗弗席兹，场论，§74）

dE

dt
= −2e4B2

3m4c7
(E2 −m2c4),

解得
E

mc2
= coth

(2e4B2

3m3c5
+ const.

)
,

（1）求1keV电子在1T磁场中能量减少到99%所需时间；
（2）10keV呢？
（3）定义能量衰减率特征时间量τ ≡ |E/Ė|。画出E − t, Ė − t和τ − t图；
（4）在E中扣除静能mc2，重画。
此题结果有助于理解非辐射模型适用的时间尺度范围。

6. 对比前面tokamak或偶极场的磁面坐标中的导心轨道与原始的Lorentz轨道，
看是否在小拉莫半径时确实吻合。
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第第第 5章章章 磁磁磁流流流体体体

“It’s easier to write ten volumes on theoretical principles than to put one into
practice.”

-Tolstoy (1828-1910)
“Essentially, all models are wrong, but some are useful.”

-George E. P. Box (1919–2013)，统计学家
磁流体理论尽管有许多问题（bug），但它偏偏就很实用1。

本章我们首先简介描述等离子体的常用理论模型，再讨论磁流体框架下的各
种问题，如各种磁流体波、不稳定性、本征模、平衡，等。重点依然是数值的角
度，提供一些可视化的结果及数值方案。

5.1 描描描述述述等等等离离离子子子体体体的的的物物物理理理模模模型型型

常用的描述等离子体的物理模型有：单粒子模型、动理学模型、流体模型及进
一步简化的磁流体模型。

等离子体可以看作粒子与电磁场的混合2。等离子体的演化就是粒子如何运

动和电磁场如何演化。前者最简单的描述是单粒子运动，非相对论情况下就是
牛顿运动方程r̈ = F/m = q(E + v × B)/m。单粒子运动，也可以用哈密顿方
程或拉格朗日方程描述，比如哈氏描述ṗ = −∂H/∂q，q̇ = ∂H/∂p。拉氏量L =
−mc2

√
1− v2/c2 + eA/c − eφ，正则动量P = ∂L/∂v = p + eA/c，哈密顿量H =√

m2c4 + c2(P− eA/c)2 + eφ。非相对论时，L = mv2/2 + eA · v/c − eφ，H =
(P − eA/c)2/2m + eφ。在等离子体中，尤其强平衡磁场存在时，更常用的是导心
轨道概念，这在前一章我们已有讨论。
对电磁场的描述一般用麦克斯韦方程组

∇ · E = ρ/ε0,

1Alfvén在等离子体物理中的贡献是多方面的，最知名的是MHD方程组和预言的Alfvén波，他
出身电子工程专业。一生似乎均不满于主流科学并作持续的抗争，比如早期预言了低频电磁性质
的Alfvén波时，主流科学家几乎无人相信他，因为自Maxwell方程以来，电磁性质的波只有高频电
磁波（ω2 = k2c2）这一支的概念已经深入人心，且等离子体中电荷是分离的，应是良导体，电磁
波应像在金属中一样无法传播。直到费米说，Alfvén是对的，人们才开始逐渐相信。实验上确信则
是后话。然而，Alfvén 到晚期依然坚持的宇宙电路思想就没有这么幸运了，他持续的抗争并未起
到明显作用。关于Alfvén的故事，他本人写过一篇多少带有怨念的回忆文，Memoirs of a Dissident
Scientist, American Scientist, Vol. 76, No. 3 (May-June 1988), pp. 249-251.

2用等式描述：等离子体=带电粒子+电磁场。

89
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∇ ·B = 0,
∇× E = −∂B/∂t,
∇×B = µ0J + µ0ε0∂E/∂t. (5.1)

再退化为静电极限，只需要上面的第一个方程，即高斯定律或者泊松方程。
以上描述未提及麦氏方程中电流和密度如何表出，这就需要统计力学描述。假

设系统中有N 个粒子，则在6N维的相空间中，粒子的运动方程，或分布函数的演
化方程精确等价于刘维尔方程

dF

dt
=
∂F

∂t
+

N∑
j=1

(v · ∂F
∂x

+ a · ∂F
∂v

) = 0. (5.2)

以上方程，在等离子体中另一种精确地等价描述是Klimontovich(1967)描述

dNs

dt
=
∂Ns

∂t
+ v · ∂Ns

∂x
+

q

m
[Em(x, t) + v ×Bm(x, t)]

∂Ns

∂v
= 0. (5.3)

相空间为6维，其中Ns(x,v, t) =
∑N

j=1 δ(x−xj(t))δ(v−vj(t))。取系综(ensemble)平

均，f(x,v, t) ≡ 〈Ns(x,v, t)〉，E(x, t) ≡ 〈Em(x, t)〉，B(x, t) ≡ 〈Bm(x, t)〉，相应的
小尺度波动量δNs = Ns − f，δE = E− Em，δB = B−Bm。从而得到

∂f

∂t
+ v · ∂f

∂x
+

q

m
(E + v ×B) · ∂f

∂v
= − q

m
〈(δE + v × δB) · ∂δNs

∂v
〉. (5.4)

方程(5.4)右边的小尺度波动就是通常说的碰撞项(∂f
∂t

)c。不同的碰撞模型该项的表
述形式不同，最常见的算符形式是Krook 碰撞、Fokker-Planck碰撞、Landau 碰撞
等。对于高温等离子体，粒子间的库仑力导致的散射很小，碰撞频率很低，所以
碰撞效应在短时间尺度时可忽略，因而等离子体中最常用的动理学(kinetic) 方程
是无碰撞的Vlasov 方程

∂f

∂t
+ v · ∂f

∂x
+

q

m
(E + v ×B) · ∂f

∂v
= 0. (5.5)

以上系综平均的过程便引入了近似，其对应的尺度远小于宏观尺度，但远大于原
子尺寸的尺度。电荷数密度ρ =

∑
s qs
∫
fd3v，电流密度J =

∑
s qs
∫
fvd3v。

流体描述可以通过对动理学方程速度空间求矩得到，零阶矩
∫

(· · · )d3v得到连续
性(密度守恒或密度流)方程

∂nj
∂t

+∇ · (njuj) = 0, (5.6)

一阶矩
∫

(· · · )vd3v得到动量(流)方程

∂uj
∂t

+ uj · ∇uj =
qj
mj

(E + uj ×B)− ∇Pj

mjnj
+ Rj, (5.7)

其中Rj为粒子间碰撞引起的摩擦力，Pj = pjI + Πj为压强张量。以上求矩

过程可以一直持续下去，但是系统始终是不封闭的，因而需要引入一个新的
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方程来截断。通常对于粒子元(或流体元)的方程，除了(5.6)和(5.7)外，再引入
状态方程。状态方程根据需要可以取不同的形式，比如垂直和平行各向异性
的CGL(1956)[Chew1956]方程形式。而最简单常用的是压强各向同性的方程

d

dt

p

(mjnj)γ
= 0, (5.8)

其中的系数γ根据不同情况取不同的值，比如γ = 3是最常见的。等离子中较著名
的流体输运方程Braginskii方程Braginskii1965不直接包含状态方程，而是使用二阶
矩的热流方程

3

2
nj
dTj

dt
+ njTj∇ · uj = −(Πj∇) · uj −∇ · qj +Qj, (5.9)

其中d/dt = ∂/∂t + (uj · ∇)，pj = njTj，qj为热流密度，Qj为碰撞引起的能量转

移。

由于用来封闭的方程(比如状态方程)的任意性，流体描述的结论通常只是粗略
的，可靠性需要额外的方式去检验。
以上流体方程中每种粒子依然是分开的，再进一步忽略一些高频微观尺度物

理，可以化为单流体方程，即常说的磁流体方程，完整的封闭形式如下

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0, (连续性方程)

ρ
du

dt
= −∇p+ j×B, (运动方程)

d

dt
(pρ−γ) =

2

3σc
ρ−γj2, (能量方程，状态方程)

∇× E = −∂B
∂t

, (法拉力定律)

∇×B = µ0j, (安培定律)

j = σc(E + u×B), (欧姆定律)

(5.10)

其中d/dt = ∂/∂t + u · ∇为随流导数。14个方程，14个未知量，方程组封闭。麦克
斯韦方程中两个散度方程是多余的，只是初始条件，无需列入。安培定律中忽略
了位移电流项，因为磁流体中场可看作是缓变的。
若流体无黏性、绝热，且为理想导体（σc →∞），(5.10)化为理想磁流体方程

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0, (连续性方程)

ρ
du

dt
= −∇p+ j×B, (运动方程)

d

dt
(pρ−γ) = 0, (状态方程)

∇× (u×B) =
∂B

∂t
, (法拉力定律)

∇×B = µ0j, (安培定律)

E + u×B = 0, (欧姆定律)

(5.11)
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在讨论磁流体平衡和稳定性问题时，后续涉及到的主要是以上的理想磁流体方
程。在研究具体问题时，这里的方程常常是出发点，但又会针对具体问题作其他
简化。比如，常用的还有简化的动理学方程――回旋动理学或漂移动理学，后文
会有一定程度涉及。

5.2 常常常见见见的的的磁磁磁流流流体体体模模模式式式图图图示示示

想象一根软圆柱，常见的形变方式会有：拧（扭曲）、横向箍压（腊肠）、纵
向挤压（槽纹）。这也是除位移不稳定性外，磁流体中最常见的三种不稳定性模
式。

一般教材中未给出磁流体各种模式的整体直观图，这一章，我们首先做这件
事。关于各种磁流体不稳定性模式的物理图景及如何控制的形象描述，国内较好
的可能是[朱士尧1983]。由于理想磁流体各量的扰动形式基本差不多，尤其线性阶
段时，一个在空间观测等实际情况下经过检验的例子是针对纯阿尔芬态的所谓的
瓦楞关系3（Walen relation）

δu

vA
= ±δB

B0

, (5.12)

所以，下面的结果可以用一个扰动量代替，比如磁面的位移。

5.2.1 扭扭扭曲曲曲（（（Kink）））模模模

这里我们画理想扭曲模示意图，磁面（圆截面时用小半径代替）的位移为如下
形式

r = r0 + ∆rcos(mθ − nφ), (5.13)

其中，如果是柱位形φ，把替换为z/L。结果如图5.1。

1 R0=3.0; a=R0/3 ; r0 =0.8∗a ; dr=0.3∗ r0 ;
2 [ theta , phi ]=meshgrid ( 0 : 2∗ pi /80 :2∗ pi , 0∗ pi : 2∗ pi /80 : 2 . 0∗ pi ) ; m=2;n=1;
3 r=r0+dr .∗ cos (m.∗ theta−n .∗ phi ) ; R=R0+r .∗ cos ( theta ) ; Z=r .∗ s i n ( theta ) ;
4 X=R.∗ cos ( phi ) ; Y=R.∗ s i n ( phi ) ; s u r f (X,Y,Z) ; ax i s equal ;
5 % shading in t e rp ;
6 % colormap ( j e t ) ; alpha ( 0 . 5 ) ;
7 s t r =[ ’ (m=’ , num2str (m) , ’ , n=’ , num2str (n) , ’ ) kink mode ’ ] ; t i t l e ( s t r ) ;
8 pr in t ( ’−dpng ’ , s t r ) ;

5.2.2 气气气球球球模模模

除了m、n较大外，气球模不同在于，模主要集中在坏曲率的外侧，而好曲率
的内侧扰动较小。因此，相较于前面扭曲模的，我们再在径向位移上附加一个θ的
模结构，由于是示意图，我们用简单的高斯包络形式，结果见图5.2。 与画扭曲模
代码唯一不同在

3[Walen1944] Walen, C 1944 Ark. Mat. Astron. Fys. 30, 1.或[Chen2008] Chen L, Alfv′en
waves: a journey between space and fusion plasmas, 2008, Plasma Phys. Control. Fusion, 50,
124001.
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图 5.1: (m = 2, n = 1)的扭曲模（低beta，电流驱动），示意图(后附彩图)

图 5.2: (m = 15, n = 10)的气球模，示意图(后附彩图)
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图 5.3: 托卡马克中典型的气球模结构(后附彩图)。

1 [ theta , phi ]=meshgrid ( 0 : 2∗ pi /200:2∗ pi , −0 .5 .∗ pi : 2∗ pi /100 : 1 . 2∗ pi ) ;
2 m=15;n=10; enve lope=exp ( −0 .8 .∗ ( abs ( theta−pi )−pi ) . ˆ 2 ) ;
3 tmp=(theta−pi ) .ˆ2− pi ˆ2 ; r=r0+(dr .∗ enve lope ) .∗ cos (m.∗ theta−n .∗ phi ) ;

当然，实际中，模数应该更大，理想磁流体理论计算用n → ∞，一般认为n ≥
15左右可算气球模。
对于典型的托卡马克微观不稳定性全局模，如离子温度梯度模、捕获电子模、

气球模，文献中更多的是看它们的二维投影截面图。考虑托卡马克位形中任意场
量，如扰动静电势，傅里叶变换为

δφ(r, θ, ζ, t) = e−i(nζ−ωt)
∑
m

δφ̂m(r)eimθ, (5.14)

以上假设了环向对称，单n，单振荡频率ω。典型气球模结构不同极向模数m对应
的δφ̂m(r − rm)很相似，均局域聚集在有理面rm附近(因为通常k‖ = (nq −m)/R0 '
0的模最容易不稳定或阻尼最小)，其中nq(rm) = m。作为示意，我们可以用高
斯形式δφ̂m(r) = A(r) exp[−(r − rm)2/∆r2

c ]，其中∆rc 代表每个傅里叶分量的模宽
度，我们这里假设相同。包络A(r)一般也接近高斯形式，假设A(r) = exp[−(r −
rc)

2/∆A2]，其中rc为模局域的径向位置，∆A为模宽度。给定q(r)等参数，再用上
面形式表达式，托卡马克中典型的气球模结构如图5.3。代码ballooning 3d.m。对
于真实的全局理想气球模本征解，参看本章后文的AMC代码，比如图??。

5.2.3 撕撕撕裂裂裂模模模（（（磁磁磁岛岛岛）））

磁流体撕裂模是非理想的，需要电阻，会产生磁岛，我们需要另外的画法，结
果见图5.4。
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图 5.4: 撕裂模，(3, 1)磁岛，此处轮廓用椭圆代替，示意图(后附彩图)

1 R0=3.0; a=R0/3 ; r0 =0.8∗a ; n=1; m=3;
2 [ theta1 , theta2 ]=meshgrid (−0.15∗ pi : 2∗ pi /200 :1 . 75∗ pi , 0∗ pi : 2∗ pi /20 : 2 . 0∗ pi )

;
3 q=m/n ; phi1=q .∗ theta1 ; x0=(R0+r0 .∗ cos ( theta1 ) ) .∗ cos ( phi1 ) ;
4 y0=(R0+r0 .∗ cos ( theta1 ) ) .∗ s i n ( phi1 ) ; z0=r0 .∗ s i n ( theta1 ) ;
5 RR0=sqr t ( x0 .ˆ2+y0 . ˆ 2 ) ;
6

7 aa=0.8∗ r0 ; bb=0.4∗aa ;
8 R=aa .∗ cos ( theta2 ) .∗ s i n ( phi1 )−bb .∗ s i n ( theta2 ) .∗ cos ( phi1 )+RR0;
9 Z=aa .∗ cos ( theta2 ) .∗ cos ( phi1 )+bb .∗ s i n ( theta2 ) .∗ s i n ( phi1 )+z0 ;

10 X=R.∗ cos ( phi1 ) ; Y=R.∗ s i n ( phi1 ) ;
11

12 s u r f (X,Y,Z) ; ax i s equal ;
13 % shading in t e rp ;
14 % colormap ( j e t ) ; alpha ( 0 . 5 ) ;
15 s t r =[ ’ (m=’ , num2str (m) , ’ , n=’ , num2str (n) , ’ ) magnetic i s l a nd ’ ] ;
16 t i t l e ( s t r ) ; p r i n t ( ’−dpng ’ , s t r ) ;

只看环向截面4，就是几个封闭的小磁岛，整体三维结构则应如图5.4，极向磁力线
在小岛内封闭，环向磁力线基本不变，总磁力线盘绕在图中画出的（磁）面上。

5.3 线线线性性性问问问题题题数数数值值值解解解法法法

线性问题，如果只判断系统是否稳定，则通常可用能量原理或Nyquist方法。
前者在等离子体物理中主要用于MHD，即在小扰动下，势能变化为正则稳定；如
果势能变化为负则不稳定。这可用处于碗底和处于球面顶的小球来理解，两者均

4许多实验专家都表示自己经过很长时间才想清文献中在环向截面上画的撕裂模磁岛，其真实的
整体磁力线究竟是怎样的。可见直观的图（3D）对快速理解问题也是很必要的。
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处于平衡态，前者处于势能最低态，因而稳定；后者不处于势能最低态，因而不
稳定。关于能量原理，读者可在几乎任何讲MHD的教材中找到，也可参考原始文
献5。Nyquist方法，通常是获得代数色散关系的情况下，不用求解方程，而能直接
判断系统是否稳定的方法,读者可参阅[Gurnett2005]。
为了求得系统中的波动频率或者不稳定增长率及模结构，通常有两种做法：初

值模拟和本征值解。我们这里用初值法来模拟均匀平板中的磁流体波，线性化后
的方程为 

∂δρ

∂t
= −iρ0k · δu,

ρ0
∂δu

∂t
=

i

µ0

(k× δB)×B0 − ikv2
sδρ,

∂δB

∂t
= ik× (δu×B0).

(5.15)

其中B0 = (0, 0, B0), k = (k sin θ, 0, k cos θ), v2
s = γp0/ρ0 = γkT0/m, v2

A = B2
0/µ0ρ0,

vp = ω/k.
除了一支零频解外，其他三支（共7个方程，MHD系统中实际共1 + 3× 2 = 7个

解）通常称为快模（fast mode）、慢模（slow mode）和剪切阿尔芬波（shear
Alfvén wave） 

v2
p =

1

2
(v2
A + v2

s) +
1

2

[
(v2
A − v2

s)
2
+ 4v2

Av
2
ssin

2θ
]1/2

,

v2
p =

1

2
(v2
A + v2

s)−
1

2

[
(v2
A − v2

s)
2
+ 4v2

Av
2
ssin

2θ
]1/2

,

v2
p = v2

Acos2θ.

(5.16)

方程组(5.15)是简单的几个常微分方程，求解非常容易（比如用一阶欧拉格式
可基本够），代码示例mhd waves.m，其中调用了R-K算法的ode45库函数。

1 f unc t i on mhd waves
2 c l o s e a l l ; c l e a r ; c l c ;
3 g l oba l k theta B0 rho0 va vs va2 vs2 s i n th costh
4 B0=1.0; rho0 =1.0 ; va=2; vs=1; k=1.0 ; theta=pi /4 ;
5 va2=va ˆ2 ; vs2=vs ˆ2 ;
6 s i n th=s i n ( theta ) ; costh=cos ( theta ) ;
7 y0 =[0 . 1 , −0 . 1 , 0 . 1 , 0 . 2 , 0 . 1 , 0 . 1 , −0 . 1 i ] ;
8

9 % three theory s o l u t i on s , s low magnetosonic , a l fven , f a s t
magnetosonic

10 w1=k∗ s q r t ( ( va2+vs2 )/2− s q r t ( ( va2−vs2 ) ˆ2+4∗va2∗vs2∗ s i n th ˆ2) /2) ;
11 w2=k∗ s q r t ( va2∗ costh ˆ2) ;
12 w3=k∗ s q r t ( ( va2+vs2 )/2+sq r t ( ( va2−vs2 ) ˆ2+4∗va2∗vs2∗ s i n th ˆ2) /2) ;
13

14 [T,Y]=ode45 (@push , 0 : 0 . 0 2 : 1 e2 , y0 ) ;
15 t t=T;
16 drho=Y( : , 1 ) ; dux=Y( : , 2 ) ; duy=Y( : , 3 ) ; duz=Y( : , 4 ) ;
17 dBx=Y( : , 5 ) ; dBy=Y( : , 6 ) ; dBz=Y( : , 7 ) ;
18

5Bernstein, I. B.; Frieman, E. A.; Kruskal, M. D. and Kulsrud, R. M. An Energy Principle for
Hydromagnetic Stability Problems, Proc. Roy. Soc., 1958, 17, A244.
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19 h=f i g u r e ( ’ un i t ’ , ’ normal ized ’ , ’ Po s i t i on ’ , [ 0 . 0 1 0 .34 0 .7 0 . 5 7 ] ) ;
20 s e t ( gcf , ’ DefaultAxesFontSize ’ ,15) ;
21

22 subplot ( 3 , 3 , 1 : 2 ) ; p l o t ( tt , r e a l ( drho ) , tt , imag ( drho ) , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
23 x l ab e l ( ’ t ’ ) ; y l ab e l ( ’ \ de l t a \ rho ’ ) ; ax i s t i g h t ; g r id on ;
24 t i t l e ( [ ’ k=’ , num2str ( k ) , ’ , V A=’ , num2str ( va ) , ’ , V s=’ , num2str ( vs )

, . . .
25 ’ , \ theta=’ , num2str ( theta ∗180/ p i ) , ’ ˆ\ c i r c ’ ] ) ;
26 subplot (334) ; p l o t ( tt , r e a l ( dux ) , tt , imag (dux ) , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
27 x l ab e l ( ’ t ’ ) ; y l ab e l ( ’ \ de l t a {}ux ’ ) ; ax i s t i g h t ; g r id on ;
28 subplot (335) ; p l o t ( tt , r e a l ( duy ) , tt , imag (duy ) , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
29 x l ab e l ( ’ t ’ ) ; y l ab e l ( ’ \ de l t a {}uy ’ ) ; ax i s t i g h t ; g r id on ;
30 subplot (336) ; p l o t ( tt , r e a l ( duz ) , tt , imag ( duz ) , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
31 x l ab e l ( ’ t ’ ) ; y l ab e l ( ’ \ de l t a {}uz ’ ) ; ax i s t i g h t ; g r id on ;
32 subplot (337) ; p l o t ( tt , r e a l (dBx) , tt , imag (dBx) , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
33 x l ab e l ( ’ t ’ ) ; y l ab e l ( ’ \ de l t a {}Bx ’ ) ; ax i s t i g h t ; g r id on ;
34 subplot (338) ; p l o t ( tt , r e a l (dBy) , tt , imag (dBy) , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
35 x l ab e l ( ’ t ’ ) ; y l ab e l ( ’ \ de l t a {}By ’ ) ; ax i s t i g h t ; g r id on ;
36 subplot (339) ; p l o t ( tt , r e a l (dBz) , tt , imag (dBz) , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
37 x l ab e l ( ’ t ’ ) ; y l ab e l ( ’ \ de l t a {}Bz ’ ) ; ax i s t i g h t ; g r id on ;
38

39 Lt=length ( t t ) ; % number o f sampling
40 d f s=2∗pi /( t t ( end )−t t (1 ) ) ;
41 f s =0: d f s : d f s ∗(Lt−1) ;
42 drho f t=f f t ( r e a l ( drho ) ) /Lt ∗2 ; % ∗2 ?? need check
43 duy f t=f f t ( r e a l ( duy ) ) /Lt ∗2 ; % ∗2 ?? need check
44 i f s=round ( t t ( end ) ∗k∗ s q r t ( vs2+va2 ) /4) ;
45 subplot (333) ;
46 p lo t ( f s ( 1 : i f s ) , abs ( d rho f t ( 1 : i f s )+abs ( duy f t ( 1 : i f s ) ) ) , ’ LineWidth ’

, 2 ) ;
47 % t i t l e ( ’ s imu la t i on frequency ’ ) ;
48 t i t l e ( [ ’ \omega { theory}= ’ , num2str (w1) , ’ , ’ , . . .
49 num2str (w2) , ’ , ’ , num2str (w3) ] ) ;
50 y l ab e l ( ’Amp’ ) ; x l ab e l ( ’ \omega ’ ) ;
51 xlim ( [ 0 , f s ( i f s ) ] ) ; g r id on ;
52 Amax=1.5∗max( abs ( d rho f t ( 1 : i f s ) ) ) ; yl im ( [ 0 ,Amax ] ) ;
53 hold on ; p l o t ( [ w1 ,w1 ] , [ 0 ,Amax] , ’ r−− ’ , [ w2 ,w2 ] , [ 0 ,Amax] , ’ r−− ’ , . . .
54 [ w3 ,w3 ] , [ 0 ,Amax] , ’ r−− ’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
55

56 end
57 f unc t i on dy=push ( t , y )
58 g l oba l k B0 rho0 va2 vs2 s i n th costh
59 % y −−> drho , dux , duy , duz , dBx , dBy , dBz
60 drho=y (1) ; dux=y (2) ; duy=y (3) ; duz=y (4) ; dBx=y (5) ; dBy=y (6) ; dBz=y (7) ;
61 dy=ze ro s (7 , 1 ) ;
62 dy (1 )=−1i ∗k∗ rho0 ∗( dux∗ s i n th+duz∗ costh ) ;
63 dy (2 )=1 i ∗k∗va2 ∗( costh ∗dBx/B0−s i n th ∗dBz/B0)−1 i ∗k∗vs2∗ s i n th ∗drho/ rho0

;
64 dy (3 )=1 i ∗k∗va2∗ costh ∗dBy/B0 ;
65 dy (4 )=−1i ∗k∗vs2∗ costh ∗drho/ rho0 ;
66 dy (5 )=1 i ∗k∗B0∗dux∗ costh ;
67 dy (6 )=1 i ∗k∗B0∗duy∗ costh ;
68 dy (7 )=−1i ∗k∗B0∗dux∗ s i n th ;
69 end
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其中也显示了如何用傅里叶变换获得波动信号中的频率，并与理论解对比，结果
如图5.5。
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图 5.5: 均匀平板中线性磁流体波的初值模拟

对于本征解法（均匀或非均匀系统），我们将在后面章节实例详解。作为
第2章数据处理的回应，这里模拟数据的频率是自动测量的，无需手动量取周期再
计算频率。

5.4 MHD模模模拟拟拟

本节讲磁流体相关的模拟，但其中用的方程可能是简化的一般的（无磁场）流
体方程。

5.4.1 一一一维维维激激激波波波模模模拟拟拟

为了简化，我们不考虑完整的磁流体模拟，而是用一维Riemann问题（即一维
可压缩无黏气体动力学激波管问题）来示例激波及相应模拟中会遇到的困难，这
是一个标准的算例，也有解析解。
一维Euler方程组

∂u

∂t
+
∂f

∂t
= 0, − 1 ≤ x ≤ 1, (5.17)

其中u = {ρ, ρu, E}, f = {ρu, ρu2 + p, (E + p)u}. 这里ρ, u, p, E分别为流体密度、
速度、压强和单位体积总能，并用到理想气体状态方程p = (γ−1)ρe = (γ−1)[E−
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ρ(u2 + v2)/2]. 初始条件：ρ1 = 1, u1 = 0, p1 = 1; ρ2 = 0.125, u2 = 0, p2 = 0.1. 周
期边界条件：u0 = u1, uN = uN−1.

shock1d mac.m

1 % Code f o r s o l v e 1D shock wave tube , MacCormack .
2 % func t i on shock1d mac
3 c l o s e a l l ; c l e a r ; c l c ;
4 % globa l gama nx Lx dx rho p u E U;
5 gama=1.4;
6 nx=1000; Lx=2;
7 x=l i n s p a c e (0 ,Lx , nx+1) ; dx=x (2)−x (1) ;
8

9 % i n i t
10 rhoa =1.0 ; rhob =0.125;
11 ua=0; ub=0;
12 pa=1.0; pb=0.1;
13

14 ind=f i nd (x>Lx/2) ;
15 rho=rhoa .∗ ones (1 , nx+1) ; rho ( ind )=rhob ;
16 u=ua .∗ ones (1 , nx+1) ; u( ind )=ub ;
17 p=pa .∗ ones (1 , nx+1) ; p( ind )=pb ;
18

19 U( 1 , : )=rho ;
20 U( 2 , : )=rho .∗u ;
21 U( 3 , : )=p . / ( gama−1)+0.5.∗ rho .∗u .∗u ;
22 Ef=0.∗U; E=0.∗U; Uf=0.∗U;
23

24 nt=100; TT=0.4;
25 T=0; i t =0;
26

27 f i g u r e ( ’ Unit ’ , ’ Normalized ’ , ’ Po s i t i on ’ , [ 0 . 0 1 0 .5 0 .5 0 . 4 ] ) ;
28 s e t ( gcf , ’ DefaultAxesFontSize ’ ,15) ;
29 % fo r i t =1: nt
30 whi le (T<=TT)
31

32 % CFL
33 ve l=sq r t (gama .∗p . / rho )+abs (u) ;
34 CFL=r e a l ( dx/max( ve l ) ) ;
35 dt=0.8∗CFL;
36

37 T=T+dt ;
38 i t=i t +1;
39

40 r=dt/dx ;
41 dnu=0.35;
42

43 % 开关函数
44 q=abs ( abs (U( 1 , 3 : nx+1)−U(1 , 2 : nx ) )−abs (U( 1 , 2 : nx ) − . . .
45 U(1 , 1 : nx−1) ) ) . / abs ( abs (U( 1 , 3 : nx+1)−U(1 , 2 : nx ) ) + . . .
46 abs (U( 1 , 2 : nx )−U(1 , 1 : nx−1) )+1e−10) ;
47 q=repmat (q , 3 , 1 ) ;
48 % a r t i f i c i a l v i s c ou s
49 Ef ( : , 2 : nx )=U( : , 2 : nx ) +0.5∗dnu∗q . ∗ (U( : , 3 : nx+1)−2∗U( : , 2 : nx )+U( : , 1 : nx

−1) ) ;
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50

51 U( : , 2 : nx )=Ef ( : , 2 : nx ) ;
52

53 im=1; ip=nx+1;
54 % Ef=U2E(U, im , ip ) ;
55 rho ( im : ip )=U(1 , im : ip ) ;
56 u( im : ip )=U(2 , im : ip ) . / rho ( im : ip ) ;
57 p( im : ip )=(gama−1) . ∗ (U(3 , im : ip )−0.5∗ rho ( im : ip ) .∗u( im : ip ) .∗u( im : ip ) ) ;
58 Ef (1 , im : ip )=U(2 , im : ip ) ;
59 Ef (2 , im : ip )=rho ( im : ip ) .∗u( im : ip ) .∗u( im : ip )+p( im : ip ) ;
60 Ef (3 , im : ip )=(U(3 , im : ip )+p( im : ip ) ) .∗u( im : ip ) ;
61

62 % U(n+1/2 , i +1/2)
63 Uf ( : , 1 : nx )=U( : , 1 : nx )−r . ∗ ( Ef ( : , 2 : nx+1)−Ef ( : , 1 : nx ) ) ;
64

65 im=1; ip=nx ;
66 % E(n+1/2 , i +1/2)
67 % Ef=U2E(Uf , im , ip ) ;
68 rho ( im : ip )=Uf (1 , im : ip ) ;
69 u( im : ip )=Uf (2 , im : ip ) . / rho ( im : ip ) ;
70 p( im : ip )=(gama−1) . ∗ ( Uf (3 , im : ip )−0.5∗ rho ( im : ip ) .∗u( im : ip ) .∗u( im : ip ) )

;
71 Ef (1 , im : ip )=Uf (2 , im : ip ) ;
72 Ef (2 , im : ip )=rho ( im : ip ) .∗u( im : ip ) .∗u( im : ip )+p( im : ip ) ;
73 Ef (3 , im : ip )=(Uf (3 , im : ip )+p( im : ip ) ) .∗u( im : ip ) ;
74

75 % U(n+1, i )
76 U( : , 2 : nx ) =0.5∗(U( : , 2 : nx )+Uf ( : , 2 : nx ) )−0.5∗ r . ∗ ( Ef ( : , 2 : nx )−Ef ( : , 1 : nx

−1) ) ;
77

78 % b . c .
79 U( : , 1 )=U( : , 2 ) ;
80 U( : , nx+1)=U( : , nx ) ;
81

82 % plo t
83 i f (mod( i t , 1 00 )==1)
84 p lo t (x , r e a l ( rho ) , ’ g ’ , x , r e a l (u) , ’ r : ’ , x , r e a l (p) , ’ Linewidth ’ , 2 ) ;
85 l egend ( ’ \ rho ’ , ’u ’ , ’ p ’ ) ;
86 x l ab e l ( ’ x ’ ) ; xl im ( [ min (x ) ,max(x ) ] ) ; yl im ( [ − 0 . 1 , 1 . 5 ] ) ;
87 t i t l e ( [ ’T=’ , num2str (T) ] ) ;
88 pause ( 0 . 1 ) ;
89 end
90

91 end

典型的计算结果如图5.6.

对于一个简单的一维MHD问题，可参考[Boyd2003]习题4.14.

5.4.2 撕撕撕裂裂裂模模模及及及磁磁磁重重重联联联

撕裂模或者磁重联受到如此广泛的研究和重视，最早是因为它有望用来解释日
冕反常加热机制问题。再就是这种模式可能引起大尺度不稳定，因此聚变中也不
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图 5.6: 一维激波示例

得不重视。

我们求解二维平板的撕裂模问题，从线性初值，到本征解，到非线性模拟。

5.4.2.1 线线线性性性初初初值值值模模模拟拟拟

我们求解以下线性化的方程[Lee1986,傅竹风1995]

∂δρ

∂t
= −∂ρ

∂x
δux − ρ

∂δux
∂x
− iαρδuz,

∂δux
∂t

= − β

2ρ

∂δp

∂x
− Bz

ρ

∂δBz

∂x
− 1

ρ

∂Bz

∂x
δBz + iα

Bz

ρ
δBx,

∂δuz
∂t

= −iαβδp
2ρ

+
1

ρ

∂Bz

∂x
δBx,

∂δBx

∂t
= iαBzδux +

1

Rm

∂2δBx

∂x2
− α2

Rm

δBx,

∂δBz

∂t
= −∂Bz

∂x
δux −Bz

∂δux
∂x

+
1

Rm

∂2δBz

∂x2
− α2

Rm

δBz,

∂δp

∂t
= −∂p

∂x
δux − γp

∂δux
∂x
− iαγpδuz.

(5.18)

参数α = kl, β = 2µ0p∞/B
2
∞, Rm = vAl/η, γ为比热压. 归一化为B∞, ρ∞, vA =

B2
∞/µ0ρ∞, p∞, l, t0 = l/vA.
取k = 0.8, β = 0.2, Rm = 8, γ = 3，平衡分布B0(x) = B∞tanh(x/δ)ẑ, ρ0(x) =

ρ∞P0(x)/P∞, P0(x) = P∞ + (B2
∞/2µ0)sech

2(x/δ), δ = 1. 模拟结果如图5.7。

5.4.2.2 线线线性性性本本本征征征值值值求求求解解解

初值解法通常只能看到增长最快的几支模，本征解法可以得到系统中所有
的模，并且虚部最大的本征值应该要与初值模拟增长最快的模一致。求解结果
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图 5.7: 二维平板撕裂模线性初值模拟
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图 5.8: 二维平板撕裂模线性本征求解
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如图5.8，可以看到本征解γE = 0.0646与初值模拟结果γI = 0.0656确基本一致，
约2%的误差来自数值网格。
这部分代码见tearing.tar。

5.4.2.3 非非非线线线性性性初初初值值值模模模拟拟拟

线性模拟，只能看到撕裂模的增长，无法看到后期的磁岛生成。因而，实际的
磁重联模拟，通常需要计算非线性。mhd2d.f90
我们这里以二维可压磁流体方程为例，所有变量在(x, z)平面，∂/∂y = 0，原始

方程（无Hall项，η, γ, ν为常数）

∂ρ

∂t
= −u · ∇ρ− ρ∇ · u, (5.19)

∂p

∂t
= −u · ∇p− γp∇ · u, (5.20)

ρ
∂u

∂t
= −ρu · ∇u−∇p− 1

µ0

∇B
2

2
+

1

µ0

B · ∇B + ν∇2u (5.21)

∂B

∂t
= ∇× u×B︸ ︷︷ ︸

−u·∇B−B∇·u+B·∇u

−∇× [η(∇×B)]︸ ︷︷ ︸
η∇2B

, (5.22)

其中我们用到∇×E = −∂B/∂t，J = ∇×B和E = −u×B + ηJ . 考虑到∇ ·B =
0，我们用Ay代替B，即

B = ∇×A = ∇× (0, Ay, 0) = (−∂Ay/∂z, 0, ∂Ay/∂x). (5.23)

这样方程(5.22)就变为

∇×
(∂A
∂t

)
= ∇× {u× (∇×A)− η[∇× (∇×A)]}, (5.24)

或者我们简化为
∂A

∂t
= u× (∇×A)− η[∇× (∇×A)]. (5.25)

综合上面的方程，我们写出显式的二维方程组为（已经归一化）

∂ρ

∂t
= −ux

∂ρ

∂x
− uz

∂ρ

∂z
− ρ
(∂ux
∂x

+
∂uz
∂z

)
, (5.26)

∂p

∂t
= −ux

∂p

∂x
− uz

∂p

∂z
− γp

(∂ux
∂x

+
∂uz
∂z

)
, (5.27)

∂ux
∂t

= −ux
∂ux
∂x
− uz

∂ux
∂z
− 1

ρ

∂

∂x

(
p+

B2

2

)
+

1

ρ

(
Bx

∂Bx

∂x
+Bz

∂Bx

∂z

)
+

1

ρ
νm

(∂2ux
∂x2

+
∂2ux
∂z2

)
,(5.28)

∂uz
∂t

= −ux
∂uz
∂x
− uz

∂uz
∂z
− 1

ρ

∂

∂z

(
p+

B2

2

)
+

1

ρ

(
Bx

∂Bz

∂x
+Bz

∂Bz

∂z

)
+

1

ρ
νm

(∂2uz
∂x2

+
∂2uz
∂z2

)
,(5.29)

∂Ay
∂t

= −ux
∂Ay
∂x
− uz

∂Ay
∂z

+ ηm

(∂2Ay
∂x2

+
∂2Ay
∂z2

)
, (5.30)

其中对于密度、压强、长度、磁场、速度和时间的归一化为ρ0, p0, L0, B0, uA =
B0/
√
µ0ρ0和τA = L0/uA，参数νm → µ/(uAL0ρ0)及ηm → η/(uAL0)，Lundquist数S =
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图 5.9: 二维可压缩磁流体模拟撕裂模(后附彩图)

1/ηm. 空间用中心差分离散，时间用RK四阶，变量x(ni,nj,5)分别代表ρ, p, ux, uz, Ay。
一组典型的非线性模拟结果如图5.9，其中我们可以看到初始扰动调整后，开始进
入一段指数增长的线性阶段，然后达到非线性饱和，饱和后基本稳态演化。
本节用的方程和代码的写法有参考[傅竹风1995]，该书对相关方程和算法有更

多细节讨论。

5.5 Tokamak中中中的的的平平平衡衡衡（（（Grad-Shafranov方方方程程程）））

5.5.1 Grad-Shafranov方方方程程程

对于各项同性（标量）压强p，理想磁流体平衡的基本方程为

∇p = J×B, (5.31)

∇×B = µ0J, (5.32)

∇ ·B = 0, (5.33)

环向对称，大柱坐标系(R, φ, Z)中，我们可以利用磁矢势的环向分量Aφ定义一
个磁通函数ψ

ψ = −RAφ. (5.34)

磁场B可表示为
B = ∇φ×∇ψ + F∇φ, (5.35)
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其中环向场（极向电流）函数F可由环向磁场Bt表示为

F = RBt =
µ0I(ψ)

2π
. (5.36)

对称性消去环向角φ，Tokamak中，关于磁通函数的二维平衡方程（Grad-
Shafranov 方程）化为

∆∗ψ = −µ0Rjφ, (5.37)

其中

∆∗ ≡ R
∂

∂R

1

R

∂

∂R
+

∂2

∂Z2
=

∂2

∂R2
+

∂2

∂Z2
− 1

R

∂

∂R
, (5.38)

磁流体平衡约束使得环向电流密度满足

jφ(R,ψ) = R
dp

dψ
+

1

µ0R
F (ψ)

dF

dψ
. (5.39)

关于G-S 方程详细的解析讨论可参考[胡希伟2006]，数值讨论可参考综述文
章[Takeda1991]。国际上也有许多有名的平衡程序，如CHAESE[Lutjens1996]，
用于实验反演的EFIT[Lao1985]，三维的VMEC[Hirshman1983]。第4章中用来对
比Shafranov位移解析平衡的VMOMS 采用的是傅里叶展开的矩方法。平衡数值解
目前依然是比较热门的研究，尤其集中在快速高精度计算方面，如Lee2015。

5.5.2 G-S方方方程程程的的的解解解析析析解解解

解析解提供有解析表达式（特殊情况下的精确解或较普适情况的近似解），在
用于解析研究其他问题，或者初步数值计算时常常很方便、实用。因此这里也提
及一些实用的解析平衡，备参考。
最有名的应该是Solovév 解，此时假定了p′和FF ′为常数，我们有

∆∗1 = ∆∗R2 = 0, ∆∗Z2 = ∆∗(R2 lnR) = 2, ∆∗(R2Z2) = ∆∗R4/4 = 2R2, (5.40)

从而得到一整类解[Zheng1996]

Ψ(R,Z) = c1 + c2R
2 + c3R

4 + c4Z
2R2 + c5Z

2 + c6R
2 ln(R2/R2

0), (5.41)

这里的系数c1和c2任意，c3和c4与常数p
′相关，c5和c6由FF

′决定。重写为几何意义

较明确的形式

Ψ(R,Z) =
Ψ0

R4
0

[
(R2−R2

0)
2+

Z2

E2
(R2−R2

x)−τR2
0

(
r2 ln

R2

R2
0

−(R2−R2
0)−

(R2 −R2
0)

2

2R2
0

)]
,

(5.42)
拉长比κ = 2E√

1−R2
x/R

2
0

. R = Rx处BR = 0，τ与Shafranov位移相关。

相应可得磁场形式Ψ = −RAφ, Bp = − 1
R
∂Ψ
∂Z
R̂ + 1

R
∂Ψ
∂R
Ẑ，从而

BR = − 1

R

∂Ψ

∂Z
=

2Ψ0

E2R4
0

(R2
x −R2)

R
Z, (5.43)

BZ =
1

R

∂Ψ

∂R
=

2Ψ0

R4
0

[
2(R2 −R2

0) +
Z2

E2
− τR2

0

(
ln
R2

R2
0

− (R2 −R2
0)

R2
0

)]
. (5.44)
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同样，我们得到

∆∗Ψ =
Ψ0

R4
0

[
8R2+

2R2

E2
−2R2

x

E2
−τR2

0

(
2−4R2

R2
0

)]
=

Ψ0

R4
0

[(
8+

2

E2
+4τ

)
R2−

(2R2
x

E2
+2τR2

0

)]
,

(5.45)
得到

− µ0
dp

dΨ
=

Ψ0

R4
0

(
8 +

2

E2
+ 4τ

)
≡ cpµ0, (5.46)

F
dF

dΨ
=

Ψ0

R4
0

(2R2
x

E2
+ 2τR2

0

)
≡ cI/2, (5.47)

即

p(Ψ) = −cpΨ + cp1, (5.48)

I(Ψ) =
√
cIΨ + cI1. (5.49)

又Bt = I(Ψ)/R

√
CI1/R0 = B0 ⇒ cI1 = (R0B0)

2 ⇒ Bt =

√
cIΨ + (R0B0)2

R
.

场线方程dlφ/Bφ = dlp/Bp, dlφ = Rdφ，得到

dφ =
I(Ψ)dlp
R2Bp

=

√(∂R
∂θ

)2

Ψ
+
(∂Z
∂θ

)2

Ψ

I(Ψ)dθ

R|∇Ψ|
. (5.50)

当R小时dφ/dθ大

|∇Ψ| =
∣∣∣∂Ψ

∂R
R̂ +

∂Ψ

∂Z
Ẑ
∣∣∣ =

√(∂Ψ

∂R

)2

+
(∂Ψ

∂Z

)2

=
√

(RBZ)2 + (−RBR)2 = |RBp|.
(5.51)

大柱坐标下场线方程为

dφ =
Bφ

BpR
dlp, dRl =

BR

Bp

dlp, dZl =
BZ

Bp

dlp. (5.52)

安全因子q = ∆φ
∆θ

= ∆φ
2mπ
。

以下代码可用来简单的求q

1 % ca l and p lo t q ( p s i )
2 nqp=10;
3 f o r i q =1:nqp
4 Zq=0;Rq=R0−0.8∗( i q /nqp ) ∗(R0−Rx) ; phiq=0;
5 yq0=[Rq , phiq , Zq ] ;
6 [ lpq ,Yq]=ode45 ( @ f i e l d l i n e , 0 : 0 . 0 0 1 ∗R0:10∗R0 , yq0 ) ;
7 Rlq=Yq( : , 1 ) ; ph i l q=Yq( : , 2 ) ; Zlq=Yq( : , 3 ) ;
8 % Find the corre spond ing indexes o f the extreme max va lue s
9 extrMaxIndex=f i nd ( d i f f ( s i gn ( d i f f ( Zlq ) ) )==−2)+1;

10 m=length ( extrMaxIndex )−1; dtheta=m∗2∗ pi ;
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11 ph i lq1=ph i l q ( extrMaxIndex (1 ) ) ; ph i lq2=ph i l q ( extrMaxIndex ( end ) ) ;
12 dphi=phi lq2−ph i lq1 ;
13 qq ( iq )=dphi / dtheta ;
14 ps iq ( iq )=fP s i (Rq , Zq) ;
15 end

接近磁轴处R = R0(1 + ε), Z = R0z，其中ε和z为小量

Ψ(ε, z)

Ψ0

= 4(ε+ δ)2 +
z2

E2

(
1− R2

x

R2
0

)
+O(ε4),

其中δ(ε, z) = (1− τ/3)ε2 + z2/(4E2) ∼ O(ε2)

Ψ(ε, z)

Ψ0

∼ 4ε2 +
z2

E2

(
1− R2

x

R2
0

)
= 4
(
ε2 +

z2

κ2

)
,

为椭圆形状。以上的推导有参考[Helander2001]。
另外，Cerfon2010提供了一组“One size fits all”的GS方程解析解，可以拟合

标准tokamak，球托卡马克（spherical tokamaks），球马克（spheromaks）和反场
位形（FRC，field reversed configuration），作为解析讨论，可能有实用价值。
关于G-S方程，一个依然未解决的问题是，电流或压强的剖面，究竟是由什么

决定的（实际求解中我们是给定q,p,J的两个，求第三个）？它可能是输运过程
与边界条件的双重效应，或者可能还有其他因素。还有一个问题是，式(5.37)右
端是非线性的，是否可能在同一参数同一边界条件下找到多解？比如类似于二
次方程x2 − 1 = 0有两个根。正因为如此，甚至tokamak中30多年依然未完全理解
的L-H转换可能也与这里密切相关。

5.5.3 直直直接接接数数数值值值求求求解解解

方程(5.37)的求解本身并不复杂，复杂在于，如何选取和处理能代表真实情况
的边界条件，以及用求解出来的结果获得等离子体的各种参数值，如磁场Bt,Bp，
安全因子q(ψ)等。再就是，正确的理解和应用所获得的结果。
这里我们求解固定边界问题。假设最后一个磁面有如下形式{

R = R0 + a cos (θ + d sin θ) ,

Z = ka sin θ,
(5.53)

其中κ为拉长度，d为三角形变因子。
压强和电流分布形式取为

p(ψ) = p0

(
1− ψ̄np

)ap
, (5.54)

I(ψ) = I0
(
1− ψ̄nI

)aI . (5.55)

其中ψ̄ = (ψ − ψ0)/(ψb − ψ0)为归一化磁通，ψb和ψ0分别为边界和磁轴上的极向磁

通。此时，(5.37)的右边变为

S = −
[
µ0R

2 dp

dψ
+
(µ0

2π

)2

I (ψ)
dI

dψ

]
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=

[
µ0R

2p0apnpψ̄
np−1

(
1− ψ̄np

)ap−1
+
(µ0

2π

)2

I2
0aInIψ̄

nI−1
(
1− ψ̄nI

)2aI−1
]
/(ψb − ψ0).(5.56)

使用正交矩形网格，中心差分离散(5.37)，得

ψi−1,j − 2ψi,j + ψi+1,j

(∆R)2 +
ψi,j−1 − 2ψi,j + ψi,j+1

(∆Z)2 +
1

Ri

ψi−1,j − ψi+1,j

2∆R
= Si,j, (5.57)

ψi,j =

[
ψi−1,j+ψi+1,j

(∆R)2
+

ψi,j−1+ψi,j+1

(∆Z)2
+ 1

Ri

ψi−1,j−ψi+1,j

2∆R
− Si,j

]
[

2
(∆R)2

+ 2
(∆Z)2

] , (5.58)
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图 5.10: G-S方程求解示例，圆边界(后附彩图)

数值计算时，由于对称性ψ(R,Z) = ψ(R,−Z)，只需计算上半平面，在Z =
0轴上边界条件为∂ψ/∂R|Z=0 = 0，其他边界条件使用(5.53)，采取矩形近似。
实际计算中，可直接迭代解(5.58)，相较于一般的椭圆方程（如泊松方程），

这里较麻烦的在于边界处理以及电流和压强分布中ψ̄的ψb或ψ0是事先未知的。边界

处理在于定出矩形网格R和Z两个方向各处的起止点，在这里繁而不难。ψ̄中可先
取ψb = 0并把求解区域外的点也全部置为ψb，任给一个初始猜测的ψ0，每求解一
次G-S方程，用区域中极值点的值作为新的ψ0，多次迭代，直到误差小于一定值。
代码gs.m

1 % Hua−sheng XIE , huashengxie@gmail . com , IFTS−ZJU, 2013−03−27 15 :10
2 % Solve Grad−Shafranov equat ion f o r Tokamak equ i l ib r ium , with f i x ed

boundary
3 % The treatment o f the boundary g r id i s s t i l l too mess . Any be t t e r one?
4 c l o s e a l l ; c l e a r ; c l c ;
5 runtime=cputime ;



§ 5.5 Tokamak中的平衡（Grad-Shafranov方程） · 109 ·

0 0.5 1
0

5000

10000

ψ
n

p
p=p

0
(1−ψ

n
2)2

0 0.5 1
0

5

10
x 10

5

ψ
n

I

I=I
0
(1−ψ

n
2)2.5

0.8 1 1.2
0

0.2

0.4

R

Z

grid

R

Z

R0=1, a=0.3, k=1.5, d=0.5

0.8 1 1.2
0

0.2

0.4

0.5
1

1.5
0

0.5
0

0.02

0.04

RZ

ψ

0.8 1 1.2
0

0.2

0.4

R

Z

Run time: 11.4817s

图 5.11: G-S方程求解示例，D形边界(后附彩图)

6

7 % keep ap>=1 and aI>=0.5
8 % R0=1.0; a=0.3 ; k=1.5 ; d=0.5 ; ap=2.0 ; aI =2.5 ;
9 R0=3.0; a=1.0 ; k=1.0 ; d=0.0 ; ap=2.0 ; aI =2.0 ; % c i r c l e

10

11 np=2; nI=2; mu0=4.0e−8∗pi ; p0=0.01 e6 ; I0=1e6 ;
12 nR=51; nZ=51; Rlow=R0−a ; Rup=R0+a ; Zlow=0; Zup=k∗a ;
13

14 r r=l i n s p a c e (Rlow ,Rup ,nR) ; zz=l i n s p a c e (Zlow , Zup , nZ) ;
15 dR=rr (2 )−r r (1 ) ; dZ=zz (2 )−zz (1 ) ;
16 [R, Z]=meshgrid ( rr , zz ) ; dR2=dR∗dR; dZ2=dZ∗dZ ;
17

18 %%
19 ps i n =0 : 0 . 0 2 : 1 ; p=p0 .∗(1− ps i n . ˆ np) . ˆ ap ; I=I0 .∗(1− ps i n . ˆ nI ) . ˆ aI ;
20

21 hf=f i g u r e ( ’ un i t ’ , ’ normal ized ’ , ’ Po s i t i on ’ , [ 0 . 0 1 0 .1 0 .65 0 . 6 5 ] , . . .
22 ’ DefaultAxesFontSize ’ ,15) ;
23 subplot (231) ; p l o t ( ps i n , p , ’ LineWidth ’ , 2 ) ; x l ab e l ( ’ \ ps i n ’ ) ; y l ab e l ( ’p ’

) ;
24 t i t l e ( [ ’p=p 0(1−\ ps i n ˆ{ ’ , num2str (np) , ’ }) ˆ{ ’ , num2str ( ap ) , ’ } ’ ] ) ;
25 subplot (232) ; p l o t ( ps i n , I , ’ LineWidth ’ , 2 ) ; x l ab e l ( ’ \ ps i n ’ ) ; y l ab e l ( ’ I

’ ) ;
26 t i t l e ( [ ’ I=I 0 (1−\ ps i n ˆ{ ’ , num2str ( nI ) , ’ }) ˆ{ ’ , num2str ( aI ) , ’ } ’ ] ) ;
27

28 % plo t g r id
29 subplot (233) ;
30 p lo t ( repmat ( rr , l ength ( zz ) ,1 ) , repmat ( zz . ’ , 1 , l ength ( r r ) ) , ’ b ’ , . . .
31 repmat ( r r . ’ , 1 , l ength ( zz ) ) , repmat ( zz , l ength ( r r ) , 1 ) , ’ b ’ ) ;
32

33 % ca l jend
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34 the=0: p i /200 : p i ;
35 Rb=R0+a .∗ cos ( the+d .∗ s i n ( the ) ) ; % boundary
36 Zb=k∗a .∗ s i n ( the ) ;
37 Rbg=rr ; % R boundary on gr id
38 Zbg=int e rp1 (Rb, Zb ,Rbg) ; % in t e rp
39 jend=f l o o r ( ( Zbg−Zlow ) . / dZ)+1;
40 Zbg=Zlow+(jend−1) .∗dZ ; % get the Z boundary on gr id
41

42 hold on ; p l o t (Rb, Zb ,Rbg , Zbg , ’ r+’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
43

44 % ca l iend
45 the=0: p i /100 : p i /2 ;
46 Rb=R0+a .∗ cos ( the+d .∗ s i n ( the ) ) ; % boundary
47 Zb=k∗a .∗ s i n ( the ) ;
48 Zbg=zz ; % Z boundary on gr id
49 Rbg=int e rp1 (Zb ,Rb, Zbg ) ; % in t e rp
50 i end=f l o o r ( (Rbg−Rlow) . /dR)+1;
51 Rbg=Rlow+(iend−1) .∗dR; % get the Z boundary on gr id
52 hold on ; p l o t (Rbg , Zbg , ’ gx ’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
53

54 % ca l i s t a r t
55 the=(p i/2−eps ) : p i /100 : ( p i+eps ) ;
56 Rb=R0+a .∗ cos ( the+d .∗ s i n ( the ) ) ; % boundary
57 Zb=k∗a .∗ s i n ( the ) ;
58 Zbg=zz ; % Z boundary on gr id
59 Rbg=int e rp1 (Zb ,Rb, Zbg , ’ cub ic ’ ) ; % in t e rp
60 i s t a r t=c e i l ( (Rbg−Rlow) . /dR)+1;
61 i s t a r t ( f i nd ( i s t a r t <=1))=2;
62 Rbg=Rlow+( i s t a r t −1) .∗dR; % get the Z boundary on gr id
63 hold on ; p l o t (Rbg , Zbg , ’ gx ’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
64 x l ab e l ( ’R ’ ) ; y l ab e l ( ’Z ’ ) ; ax i s equal ; ax i s t i g h t ;
65 t i t l e ( ’ g r i d ’ ) ;
66

67 %% main
68 ps ib =0.0 ; % s e t ps ib=0
69 ps i 0=−10; % i n i t i a l guess
70 ps i0n=ps i 0 +1;
71

72 ind=f i nd ( ( (R−R0) .ˆ2+(Z . / k ) . ˆ 2 )<a ˆ2/4) ; % i n i t i a l
73 p s i =0.∗R+ps ib ;
74 p s i ( ind )=ps i 0 .∗ exp (−(((R( ind )−R0) . / a ) .ˆ2+(Z( ind ) . / ( k∗a ) ) . ˆ 2 ) ∗5) ;
75 % S=0.∗ p s i ;
76 i t r =0;
77 whi le ( i t r <=40 && abs ( psi0n−ps i 0 )>1e−3) % i t e r a t i o n , f o r p s i n
78 ps i0n=ps i 0 ;
79 nt=1; % i t e r a t i v e t imes
80 psim1=max(max( abs ( p s i ) ) ) ;
81 psim2=psim1+1;
82 whi le ( nt<=1000 && abs ( psim1−psim2 ) /psim1>1e−3) % i t e r a t i o n , G−S eq
83 % whi le ( nt<=400)
84 psim1=psim2 ;
85 p s i b a r=(ps i−ps i 0 ) . / ( psib−ps i 0 ) ;
86 S=(mu0.∗R. ˆ 2 . ∗ p0 .∗ ap .∗ np .∗ p s i b a r . ˆ ( np−1) . ∗ ( 1 − . . .
87 p s i b a r . ˆ np) . ˆ ( ap−1)+(mu0/2/ p i ∗ I0 ) ˆ2 .∗ aI .∗ nI .∗ p s i b a r . ˆ ( nI
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− . . .
88 1)∗(1− p s i b a r . ˆ nI ) . ˆ ( 2∗ aI−1) ) /( psib−ps i 0 ) ;
89

90 f o r i =2:nR−1
91 f o r j =2: jend ( i )−1
92 i f ( ( i>=i s t a r t ( j ) )&&(i<=iend ( j ) ) )
93 p s i ( j , i ) =(( p s i ( j , i −1)+ps i ( j , i +1) ) /dR2+ . . .
94 ( p s i ( j −1, i )+ps i ( j +1, i ) ) /dZ2 . . .
95 +(ps i ( j , i −1)−p s i ( j , i +1) ) /(2∗dR) /R( j , i ) − . . .
96 S( j , i ) ) / (2 . 0/dR2+2.0/dZ2 ) ;
97 end
98 end
99 p s i (1 , i )=ps i (2 , i ) ;

100 end
101 nt=nt+1;
102 psim2=max(max( abs ( p s i ) ) ) ;
103 end
104 % ps i0=max(max( ( p s i ) ) ) ;
105 ps i 0=min (min ( ( p s i ) ) ) ;
106 i t r=i t r +1;
107 end
108 p s i=ps i−ps i 0 ; % r e s e t p s i to keep the on ax i s p s i be zero
109 ps ib=psib−ps i 0 ;
110 indm=f ind ( p s i==0) ;
111 Rm=min(R( indm) ) ; % f i nd ax i s
112 Zm=min(Z( indm) ) ;
113

114 %% plo t
115 v=ps i 0 : ( psib−ps i 0 ) /10 : ps ib ;
116 subplot (234) ; contour (R, Z , ps i , 1 0 , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
117 hold on ; p l o t (Rm,Zm, ’ rx ’ , ’ LineWidth ’ ,2 , ’ MarkerSize ’ , 5 ) ;
118 x l ab e l ( ’R ’ ) ; y l ab e l ( ’Z ’ ) ; ax i s equal ; ax i s t i g h t ;
119 t i t l e ( [ ’R0=’ , num2str (R0) , ’ , a=’ , num2str ( a ) , ’ , k=’ , . . .
120 num2str ( k ) , ’ , d=’ , num2str (d) ] ) ;
121

122 subplot (235) ; s u r f (R, Z , p s i ) ;
123 x l ab e l ( ’R ’ ) ; y l ab e l ( ’Z ’ ) ; z l a b e l ( ’ \ p s i ’ ) ;
124 subplot (236) ; pco l o r (R, Z , p s i ) ; shading i n t e rp ;
125 x l ab e l ( ’R ’ ) ; y l ab e l ( ’Z ’ ) ; ax i s equal ; ax i s t i g h t ;

对于圆边界和D形边界的求解典型结果见图5.11和图5.11。对于圆边界，一个重
要的结论是Shafranov位移，从图中也可看到，磁轴相对于最外圆圆心确实有一定
外移6。

以上是所谓的QSolver，另一种是给定安全因子q和压强p分布，求平衡电流，
即JSolver. 实际上有时常常后者应用的更多。

GS方程只是用来求Ψ(R,Z)，实际中更需要的是利用它计算各种其他量，如磁
场、安全因子等等。由于涉及的问题将比单纯数值求解平衡更繁琐，因而我们这
里不再讨论数值平衡的应用。感兴趣的读者可参考Jardin2010。

6或者说，外圆相对于磁轴有∆(r)的内移。
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5.6 局局局域域域气气气球球球模模模（（（Ballooning mode）））问问问题题题

局域(local)与全局(global)的区别在于：局域的只算空间中某一点的值，空间导
数之类也只用参数表示，并用这一点的值近似其他地方的值；而全局，则要考虑
整个空间分布，并且包含边界条件。局域近似常用来降维，并且许多情况能够包
括关键的物理。各种等离子体波的简正模(normal mode)就是局域近似，当作全空
间均匀来求解。

Tokamak中，理想磁流体模型在s − α局域平衡下，高环向模数n的气球模模方
程是

d

dθ

{
[1 + (sθ − α sin θ)2]

df

dθ

}
+α[cos θ+(sθ−α sin θ) sin θ]f+(

ω

ωA
)2[1+(sθ − α sin θ)2]f = 0,

(5.59)
其中

s =
ρ

q

dq

dρ
, (5.60)

α ≡ −q2R
dβ

dρ
, (5.61)

s为磁剪切参数，α为压力梯度参数。利用边界条件，求解(5.59)的本征值和本征模
结构的传统方法是打靶（shooting）法。
在这里，假设偶对称，使用如下边界条件

dφ

dθ

∣∣
θ=0

= 0, φ|θ=0 = 1, φ|θ=∞ = 0. (5.62)

5.6.1 打打打靶靶靶法法法

由于打靶法需要给定初始猜测值，猜测值给得合适，才能收敛到所需的根。这
里使用随机初值作为猜测解，多次猜测，只要有一次收敛，就能获得原方程的本
征解。对打靶法算法7 细节这里不作介绍，不熟悉的读者可参考其他书籍。

Matlab主文件，“shoot main newton rand.m”

1 % Hua−sheng XIE , IFTS−ZJU, huashengxie@gmail . com , 2012−02−19 10 :29
2 % Idea l ba l l oon ing mode , shoot ing so lve r , us ing fun newton rand .m
3

4 c l o s e a l l ; c l e a r a l l ; c l c ;
5

6 s =0.8 ; a=1.5 ; % s , alpha
7

8 nx=1001;xmin=0;xmax=40;dx=(xmax−xmin ) /(nx−1) ; t o l=1e−3;
9 y0 = [ 1 , 0 ] ; yn=0;

7对于问题d2f
dx2 + b df

dx + ωf = 0，x ∈ [0, L]，如果给定了左边界f(0)和f ′(0)，那么根据微分方
程理论这个方程的解是唯一的，可以直接数值积分。如果只给定左右边界的值f(0)和f(L)，而不
给定其导数值f ′(0)，那么这个方程的根可能不唯一，也可能无解。打靶法的思想是从一边（比
如x = 0）出发，先给一个猜测的f ′(0)，往另一边积分，并与另一边的边界条件比较，如果一致则
猜测的f ′(0)是符合要求的，如果不一致则修改初始猜测的f ′(0)，不断迭代直到收敛。这种方法在
求解稳态输运问题（比如往装置内充气，求解稳态的等离子体密度分布）也常用到。
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10

11 itmax=50;
12

13 found=0; f o r I I =1:1000
14

15 g (1 ) =2∗( rand (1 ) −0.5)+2∗( rand (1 ) −0.5)∗1 i ; % rand i n i t i a l guess
16 g (2 ) =2∗( rand (1 ) −0.5)+2∗( rand (1 ) −0.5)∗1 i ;
17

18 f o r i t =1: itmax
19 w=g ( i t ) ;
20 [ x , y]=ode45 (@(x , y ) fun newton rand (x , y ,w, s , a ) , xmin : dx : xmax , y0 ) ;
21 c ( i t )=y ( end , 1 ) ;
22 i f ( ( abs (yn−c ( i t ) )<t o l )&&(abs (y ( end , 2 )−0)<t o l ) ) break , end ;
23 i f ( i t >=2) % secant method
24 g ( i t +1)=g ( i t )−(c ( i t )−yn ) ∗( g ( i t )−g ( i t −1) ) /( c ( i t )−c ( i t −1) ) ;
25 end
26 end
27

28 i f ( i t<itmax )
29 found=1;
30 break
31 end
32 end
33

34 s e t ( gcf , ’ DefaultAxesFontSize ’ ,15) ;
35 p lo t (x , r e a l ( y ( : , 1 ) ) , x , imag (y ( : , 1 ) ) , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
36 xlim ( [ xmin , xmax ] ) ; i f ( found )
37 t i t l e ( [ ’ s=’ , num2str ( s ) , ’ , a lpha=’ , num2str ( a ) , ’ ,\omega=’ , num2str (w) ] ,

’ f o n t s i z e ’ ,15) ;
38 pr in t ( gcf , ’−dpng ’ , [ ’ s= ’ , num2str ( s ) , ’ , a lpha=’ , num2str ( a ) , ’ , omega=’ ,

num2str (w) , ’ . png ’ ] ) ;
39 e l s e
40 t i t l e ( ’ Havenot found a s o l u t i o n ’ ) ;
41 end

函数文件，“fun newton rand.m”

1 f unc t i on dy=fun newton rand (x , y ,w, s , a )
2 Vef f=a ∗( cos ( x )+(s ∗x−a∗ s i n ( x ) ) ∗ s i n ( x ) ) /(1+( s ∗x−a∗ s i n ( x ) ) ˆ2)+wˆ2 ;
3 dy=[ y (2 )
4 −(2.0∗( s ∗x−a∗ s i n ( x ) ) ∗( s−a∗ cos ( x ) ) /(1+( s ∗x−a∗ s i n ( x ) ) ˆ2) ∗y (2)+Vef f ∗y

(1 ) ) ] ;

典型的求解结果如图5.14。值得注意的是打靶法的计算速度强烈依赖于初始猜
测值，并且不同的初始猜测ω可能收敛到不同的根。

5.6.2 本本本征征征矩矩矩阵阵阵法法法

这是一种非传统的方法，在这里，可能是第一次被用来求解气球模方程(5.59)。
重写(5.59)

− d2φ

dθ2
+
p

r

dφ

dθ
+
q

r
φ = λφ, (5.63)
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其中

p = [2(sθ − α sin θ)(s− α cos θ)],
q = α[cos θ + (sθ − α sin θ) sin θ],
r = −[1 + (sθ − α sin θ)2],
λ = (ω/ωA)2. (5.64)

对自变量θ进行离散，θj = j∆θ，j = 1, 2, · · · , Nφ。把系统近似到θ的一阶精度

− φj+1 − 2φj + φj−1

∆θ2
+
pj
rj

φj+1 − φj−1

2∆θ
+
qj
rj
φj = λφj, (5.65)

pj = [2(sθj − α sin θj)(s− α cos θj)],
qj = α[cos θj + (sθj − α sin θj) sin θj],
rj = −[1 + (sθj − α sin θj)

2]. (5.66)

其中φj = φ(θj)，及边界条件为φ1 = φ0(φ
′
0 = 0), φN+1 = 0(φ∞ = 0)

把(5.65)写成矩阵形式

M ·X = λX, (5.67)

其中X是N(= Nφ)维矢量，xj = φj，M是N 维方形矩阵。

把(5.65)显式写出

− 1

∆θ2
(φ2 − φ1) +

p1

2∆θr1
(φ2 − φ1) +

q1
r1
φ1 = λφ1,

− 1

∆θ2
(φj+1 − 2φj + φj−1) +

pj
2∆θrj

(φj+1 − φj−1) +
qj
rj
φj = λφj, (j = 2, ..., N − 1)

− 1

∆θ2
(−2φN + φN−1) +

pN
2∆θrN

(−φN−1) +
qN
rN
φN = λφN , (5.68)

我们得到

M1,1 =
1

∆θ2
− p1

2∆θr1
+
q1
r1
,

Mj,j =
2

∆θ2
+
qj
rj
,(j = 2, 3, ..., N),

Mj,j+1 =
−1

∆θ2
+

pj
2∆θrj

,(j = 1, 2, ..., N − 1),

Mj,j−1 =
−1

∆θ2
− pj

2∆θrj
,(j = 2, 3, ..., N). (5.69)

求解(5.67)的本征值问题后，得到λ，我们可通过ω̄ = ±
√
λ(ω̄ = ω/ωA)得到理

想磁流体气球模的本征值。而求解矩阵本征值的问题，在Matlab 用一个简单的函
数eig 就可。

扫描求解s− α平面各点气球模增长率的代码如下，“eigenvalue ibm scan.m”
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1 % Hua−sheng XIE , IFTS−ZJU, huashengxie@gmail . com , 2011−10−30 18 :25
2 % Idea l ba l l oon ing mode , e i g enva lue s o l v e r
3 % Correc t ion : 2012−02−18 20 :01
4 c l o s e a l l ; c l e a r ; c l c ; Nx=256∗1;xmin=0;xmax=40; M=ze ro s (Nx) ;
5 dx=(xmax−xmin ) /Nx ; dx2=dx∗dx ; x=(xmin+dx ) : dx : xmax ; na=41; ns=21;
6 amin=0.0;amax=4.0; smin =0.0 ; smax=2.0;
7 aa=amin : ( amax−amin ) /(na−1) : amax ; s s=smin : ( smax−smin ) /( ns−1) : smax ;
8 [AA, SS]=meshgrid ( aa , s s ) ; WW=0.∗AA; f o r i a =1:na
9 f o r i s =1:ns

10 a=aa ( i a ) ; s=s s ( i s ) ; % alpha , s
11 p=2.0 .∗ ( s .∗ x−a .∗ s i n ( x ) ) . ∗ ( s−a .∗ cos ( x ) ) ;
12 q=a . ∗ ( cos ( x )+(s .∗ x−a .∗ s i n ( x ) ) .∗ s i n ( x ) ) ;
13 r=−(1.0+( s .∗ x−a .∗ s i n ( x ) ) . ˆ 2 ) ;
14 M(1 ,1 ) =1.0/(dx2 )−p (1) / (2 . 0∗ dx∗ r (1 ) )+q (1) / r (1 ) ;
15 f o r j =2:Nx
16 M( j , j ) =2.0/(dx2 )+q( j ) / r ( j ) ;
17 M( j −1, j )=−1.0/(dx2 )+p( j−1) / (2 . 0∗ dx∗ r ( j−1) ) ;
18 M( j , j−1)=−1.0/(dx2 )−p( j ) / (2 . 0∗ dx∗ r ( j ) ) ;
19 end
20 [V,D]= e i g (M) ;
21 w2=e i g (M) ; % (omega/omega A) ˆ2
22 w=sqr t (w2) ;
23 gammamax=max( imag (w) ) ;
24 ind=f i nd ( imag (w)==gammamax) ;
25 omega=w( ind (1 ) ) ;
26 WW( is , i a )=omega ; % not WW( ia , i s ) ! !
27 end
28 end mesh (AA, SS , imag (WW) ) ; x l ab e l ( ’ \ alpha ’ ) ; y l ab e l ( ’ s ’ ) ;
29 z l a b e l ( ’ \gamma {MHD}/\omega A ’ ) ; t i t l e ( ’ S tab l e domain in s−\alpha
30 space ’ ) ; p r i n t ( gcf , ’−dpng ’ , [ ’ s tab le domain ’ , ’ . png ’ ] ) ;
31 row=f l o o r ( 0 . 8/ smax∗( ns−1) ) +1;
32 f i g u r e ; p l o t (AA( row , : ) , imag (WW(row , : ) ) ) ; x l ab e l ( ’ \ alpha ’ ) ;
33 y l ab e l ( ’ \gamma {MHD}/\omega A ’ ) ; t i t l e ( [ ’ s=’ , num2str (SS( row , 1 ) ) ] ) ;
34 save ;

求解结果如图5.12。矩阵法的优点在于速度快，且无需给初始猜测值，可直接
运行。

图 5.12: 理想气球模增长率的扫描图，并与[Hirose1995]对比(后附彩图)

对于s = 0.4，α = 0.8，图5.13-图5.15分别显示了本文的矩阵法、标准打靶法
和初值模拟法(ω2 → −∂2

t )给出的局域理想气球模的增长率和模结构，可以看到它
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图 5.13: 本征矩阵法解局域理想气球模方程(5.59)，增长率γ = 0.341。
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图 5.14: 标准打靶法解局域理想气球模方程(5.59)，增长率γ = 0.342。



§ 5.6 局域气球模（Ballooning mode）问题 · 117 ·

−50 0 50
0

1

2

3
x 10

14 s=0.4, α=0.8, t=100

θ

φ

0 50 100
0

1

2

3
x 10

14 φ(0,t)

0 50 100
−20

0

20

40
ln[φ(0,t)], γ=0.34269

图 5.15: 初值法解局域理想气球模方程(5.59)，增长率γ = 0.342。

们基本一致，增长率均γ = 0.342附近。误差只在第三位有效数字，这与网格收敛
性有关。这便验证了这里矩阵法的可靠性。这里的初值法与前面计算撕裂模的类

似，只需改写方程ω2 = −∂2
t

如果我们只需要求解临界不稳定γ = 0在s − α图中的边界轮廓线，我们可以通
过ω2 = 0去掉方程中最后一项，固定α，求对应的s作为本征值，或者反过来，示
例结果见图5.16。注意，对于s和α较小时，求解的网格区间θ可能需要调较大才收
敛。

物理上，固定剪切s，当α很小时，气球模是稳定的(第一稳定区)；当压强梯
度参数α增大时，气球模会先越来越不稳定；但α继续增加，气球模反而会变回
稳定，进入所谓的第二稳定区。对于这个方程，第二稳定区的出现，关键在
于Shafranov位移改变的磁场曲率，从而致稳。

曲率项h(θ)中的参数α来自Shafranov位移∆而非来自压强梯度。所以在同心圆
几何位形(∆ = 0)中，原方程中所有h = sθ−α sin θ应该改为h = sθ。或者在更精确
的平衡模型中h(θ)还需要进一步改变。(习题：用这组修改的方程，重新求解，看
是否第二稳定区确实消失。)

关于理想磁流体气球模和动理学气球模的理论及此前各种版本的数值结果，可
参考[Hirose2006]讲义和[Hirose1995]的文章。
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图 5.16: 本征法求解局域理想气球模的s− α边界。

5.7 约约约化化化的的的磁磁磁流流流体体体方方方程程程(Reduced MHD)

这里，我们以求解柱位形中撕裂模问题为例{
∂tΨ = [Ψ, φ] + η∇2

⊥Ψ + ∂ϕφ,

∂tU = [U, φ] + [Ψ, jϕ] + ∂ϕjϕ + ν∇2
⊥U.

(5.70)

其中U = ∇2
⊥φ, jϕ = ∇2

⊥Ψ. 相应算符
[f, g] =

1

r

(∂f
∂r

∂g

∂θ
− ∂g

∂r

∂f

∂θ

)
=
im

r

(
g
∂f

∂r
− f ∂g

∂r

)
,

∇2
⊥ =

1

r

( ∂
∂r
r
∂

∂r

)
+

1

r2

∂2

∂θ2
=

1

r

( ∂
∂r
r
∂

∂r

)
− m2

r2
.

(5.71)

平衡关系q−1 = −1
r
d
dr

Ψ0, j0 = ∇2
⊥Ψ0 = −1

r
d
dr
r2

q
, s = r

q
dq
dr

, U0 = φ0 = 0.

代码rmhd cylinder eig.m

1 % Hua−sheng XIE , huashengxie@gmail . com , IFTS−ZJU, 2013−06−18 19 :10
2 % Reduced MHD eigen so lve r , c y l i nd e r
3 % 2013−06−19 12 :33 rewr i t e , seems OK
4

5 c l o s e a l l ; c l e a r ; c l c ;
6

7 Nr=2ˆ12;
8 r=l i n s p a c e (0 , 1 ,Nr+2) ;
9 dr=r (2 )−r (1 ) ;

10

11 % i n i t i a l p r o f i l e s
12 % q0 =0.8; q1=−3.2; q2=4;
13 q0 =1.1; q1=−1.8; q2=4;
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14 % q0 =0.8; q1=0; q2=1;
15 q=q0+q1∗ r+q2∗ r . ˆ 2 ;
16 qp=q1+2∗q2 .∗ r ;
17 qpp=2∗q2 ;
18 s=r .∗ qp . / q ;
19 sp=(r .∗ q .∗ qpp+q .∗ qp−qp . ˆ 2 . ∗ r ) . / q . ˆ 2 ;
20 eta=1e−6+0.∗ r ;
21 nu=1e−6;
22 m=1; n=1;
23

24 r j=r ( 2 : Nr+1) ; % de f i n e a temp rad iu s parameter , r j=j ∗dr , j =1 , . . . , Nr
25 qj=q ( 2 : Nr+1) ;
26 s j=s ( 2 : Nr+1) ;
27 sp j=sp ( 2 : Nr+1) ;
28 e t a j=eta ( 2 : Nr+1) ;
29 rhojp=(1/dr ˆ2+1./(2∗ r j ∗dr ) ) ; % rho j ˆ{+}
30 rho j0 =0.∗ r j −2/dr ˆ2 ; % rho j ˆ{0}
31 rhojm=(1/dr ˆ2−1./(2∗ r j ∗dr ) ) ; % rho j ˆ{−}
32

33

34 % se t spar s e matr i e s DI , I , O, . . .
35 j =1:Nr ; jm=2:Nr ; jp =1:(Nr−1) ;
36 DI = spar s e ( j , j , rhoj0 , Nr , Nr)+spar s e ( jm , jp , rhojm ( jm) ,Nr , Nr) + . . .
37 spar s e ( jp , jm , rhojp ( jp ) ,Nr , Nr) ;
38

39 I=speye (Nr , Nr) ;
40 O=0.∗DI ;
41

42 tmp1=mˆ2./ r j . ˆ 2 ;
43 Diag1 = spar s e ( j , j , tmp1 , Nr , Nr) ;
44

45 tmp2=−mˆ2.∗ e t a j . / r j . ˆ 2 ;
46 Diag2 = spar s e ( j , j , tmp2 , Nr , Nr) ;
47

48 tmp3=1 i ∗(n−m./ qj ) ;
49 Diag3 = spar s e ( j , j , tmp3 , Nr , Nr) ;
50

51 tmp4=−1i ∗ ( ( n−m./ qj ) .∗mˆ2./ r j .ˆ2+m./ r j . ∗ ( sp j . / qj−s j . ∗ ( s j −2) . / ( r j .∗ qj ) ) ) ;
52 Diag4 = spar s e ( j , j , tmp4 , Nr , Nr) ;
53

54 tmp5=mˆ4.∗nu . / r j . ˆ 4 ;
55 Diag5 = spar s e ( j , j , tmp5 , Nr , Nr) ;
56

57 tmp6=e t a j ;
58 Diag6 = spar s e ( j , j , tmp6 , Nr , Nr) ;
59

60 % se t matr ice A and B
61 B=[ I O; O DI−Diag1 ] ;
62 C=[Diag2 Diag3 ; Diag4 Diag5 ] ;
63 D=[Diag6∗DI O; Diag3∗DI nu∗(DI∗DI−Diag1∗DI−DI∗Diag1 ) ] ; % ’∗ ’ not ’ . ∗ ’ ! !
64 A=C+D;
65

66 % so l v e
67 sigma =0.1 ; % search e i g enva lu e s aroud t h i s va lue
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68 [V,M]= e i g s (A,B, 6 , sigma ) ;
69 % [V,M]= e i g s (A,B, 6 , ’ l r ’ ) ;
70 [ row , c o l ] = f i nd ( r e a l (M)==max(max( r e a l (M) ) ) ) ;
71 w=1i ∗M(row , c o l ) ;
72 p s i=V( 1 : Nr , c o l ) ;
73 phi=V( (Nr+1) :2∗Nr , c o l ) ;
74 norm=r e a l ( p s i ( f i nd ( abs ( p s i )==max( abs ( p s i ) ) ) ) ) ;
75 p s i=ps i /norm ; phi=phi /norm ;
76

77 h=f i g u r e ( ’ un i t ’ , ’ normal ized ’ , ’ Po s i t i on ’ , [ 0 . 0 1 0 .47 0 .5 0 . 4 5 ] , . . .
78 ’ DefaultAxesFontSize ’ ,15) ;
79 subplot ( 2 , 2 , 1 ) ;
80 p lo t ( r , q , r , s , [ 0 , 1 ] , [ 1 , 1 ] , ’ r−− ’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
81 x l ab e l ( ’ r ’ ) ; xl im ( [ 0 , 1 ] ) ; ax i s t i g h t ;
82 l egend ( ’ q ’ , ’ s ’ , 2 ) ; l egend ( ’ boxo f f ’ ) ;
83 t i t l e ( [ ’ ( a ) q=’ , num2str ( q0 ) , ’+ ’ , num2str ( q1 ) , ’ r+’ , num2str ( q2 ) , . . .
84 ’ r ˆ2 , \ eta=’ , num2str ( eta (1 ) ) , ’ , \nu=’ , num2str (nu) ] ) ;
85

86 i f (Nr<=2ˆ8) % e i g ( ) supports only smal l dimensions , e . g . , N<1000
87 FA=f u l l (A) ; FB=f u l l (B) ; FC=f u l l (C) ; FD=f u l l (D) ;
88 d=e i g (FA,FB) ; wtmp=1 i ∗d ;
89 subplot ( 2 , 2 , 2 ) ;
90 ind=f i nd ( imag (wtmp)>0) ;
91 xmax=1.1∗max( abs ( r e a l (wtmp) ) ) ;
92 ymax=max( imag (wtmp) ) ; ymin=min ( imag (wtmp) ) ;
93 p lo t ( r e a l (wtmp) , imag (wtmp) , ’m. ’ , r e a l (wtmp( ind ) ) , . . .
94 imag (wtmp( ind ) ) , ’ r+’ ,[−xmax , xmax ] , [ 0 , 0 ] , ’ g−− ’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
95 ax i s ([−xmax , xmax 1 .1∗ ymin−0.1∗ymax 1 .1∗ymax−0.1∗ymin ] ) ;
96 x l ab e l ( ’Re(\omega ) ’ ) ; y l ab e l ( ’ Im(\omega ) ’ ) ;
97 t i t l e ( ’ (b) e i g enva lu e s ’ ) ;
98 end
99

100 subplot ( 2 , 2 , 3 ) ;
101 p lo t ( r j , r e a l ( p s i ) , r j , imag ( p s i ) , ’ r−− ’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) ; x l ab e l ( ’ r ’ ) ;
102 l egend ( ’Re(\ p s i ) ’ , ’ Im(\ p s i ) ’ ) ; l egend ( ’ boxo f f ’ ) ;
103 t i t l e ( [ ’ ( c ) Nr=’ , num2str (Nr) , ’ , m=’ , num2str (m) , ’ , n=’ , num2str (n) ] ) ;
104 subplot ( 2 , 2 , 4 ) ;
105 p lo t ( r j , r e a l ( phi ) , r j , imag ( phi ) , ’ r−− ’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) ; x l ab e l ( ’ r ’ ) ;
106 l egend ( ’Re(\ phi ) ’ , ’ Im(\ phi ) ’ ) ; l egend ( ’ boxo f f ’ ) ;
107 t i t l e ( [ ’ (d ) \omega=’ , num2str (w, 3 ) ] ) ;
108

109 pr in t ( ’−dpng ’ , [ ’Nr=’ , num2str (Nr) , ’ ,m=’ , num2str (m) , . . .
110 ’ , n=’ , num2str (n) , ’ , q=’ , num2str ( q0 ) , ’+ ’ , num2str ( q1 ) , . . .
111 ’ r+ ’ , num2str ( q2 ) , ’ r ˆ2 . png ’ ] ) ;

柱位形中单撕裂模和双撕裂模的本征解示例分别如图5.17和图5.18. 可以看到单
撕裂模只有一个不稳定本征值，双撕裂模有两个.

5.8 阿阿阿尔尔尔芬芬芬连连连续续续谱谱谱和和和阿阿阿尔尔尔芬芬芬本本本征征征模模模（（（AE）））

本节的细节参考AMC代码(Xie&Xiao2015，http://hsxie.me/codes/amc/)
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图 5.17: 柱位形中单撕裂模本征解(后附彩图)
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图 5.18: 柱位形中双撕裂模本征解
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我们从理想磁流体涡度(vorticity)方程出发

∇ ·
[ ω2

v2
A(r, θ)

∇⊥U
]
+ B · ∇

( 1

B2
∇ ·B2∇⊥Q

)
−

∇
(J‖
B

)
· (∇Q×B) + 2

κ · (B ×∇δP )

B2
= 0,

(5.72)

其中流函数(stream function)U通过等离子体位移矢量定义ξ = (∇U × b)/B，κ =
b·∇b = (∇×b)×b是磁场曲率，b = B/B是单位平衡磁场，J‖ = (c/4π)b·∇×B是
平行平衡电流，Q = (b ·∇U)/B，及δP = (b×∇U ·∇P )/B+(ΓP∇U · b×κ)/B，
其中取ΓP = Pe + 7Pi/4使得可正确的处理测地压缩性(geodesic compressibil-
ity)。方程(5.72) 在小环径比(ε = r/R0 � 1)的托卡马克等离子体中精确到二
阶，其中我们假定了低β ∼ O(ε2)。方程(5.72)中第一项为惯性(inertial)项, 第二
项是场线弯曲(field line bending)项，第三项是扭曲(kink)项，及最后一项是气
球(ballooning)项。因此在方程(5.72)中各个物理项得到了很好的分离，从而比原始
的磁流体方程(比如在NOVA[Cheng1986] 和GTAW[Hu2014]中用的方程)更便于研
究物理。另外注意由于静电势δφ通过δφ = ∂U/∂t与U相关，因此U和δφ的模结构可
以看作相似的。

我们考虑带位移的圆截面磁面平衡位形，假设U =
∑
Um(r) exp(inζ − imθ)，

同时展开方程(5.72)到O(ε2)，得到如下的耦合方程

Lm,m−1Um−1 + Lm,mUm + Lm,m+1Um+1 = 0, (5.73)

其中算符Lm,m和Lm,m±1定义为

Lm,m =
∂

∂r

[(1 + 4ε∆′)

v2
A

ω̄2 − k2
m − c2s

]
r
∂

∂r
+ (k2

m)′−

m2

r

{ [1− 4ε(ε+ ∆′)]

v2
A

ω̄2 − k2
m − c2s − κ̄rα/q2

}
,

(5.74)

Lm,m±1 = ω̄2
{ ∂

∂r

(2ε+ ∆′)

v2
A

r
∂

∂r
− (ε−∆′)

v2
A

m(m± 1)

r

∓ [ε+ (r∆′)′]

v2
A

m
∂

∂r

}
−
{ ∂

∂r
r∆′kmkm±1

∂

∂r
−

m2

r
(ε+ ∆′)kmkm±1 ∓m[ε+ (r∆′)′]kmkm±1

∂

∂r

}
−mα

2q2

(m
r
∓ ∂

∂r

)
.

(5.75)

这里，ω̄ = ω/ωA，ωA = VA/R0，km = n−m/q，VA = vA(0)是轴心阿尔芬(Alfvén)速
度，α = −R0q

2dβ/dr是归一化压力梯度，κ̄r = ε(1/2 − 1/q2) + (r∆′)′/2 + ∆′是平

均径向曲率分量。归一化的离子声速c2s = [2/(V 2
AR

2
0)][Te + (7/4)Ti]/mi代表测地声

耦合，可以从动理学理论中计算得到。
以上方程的推导保留了理想磁流体方程精确的自伴性(self-adjointness)，并且

不限于高环向和极向模数。细节对比这里的方程和其他文献中的方程，及自伴
性的证明参考文献Xie&Xiao (2015)。这组方程包含非常广的本征模，如各种阿
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图 5.19: AMC和KAEC代码计算的GAE, ωAMC
GAE = 1.3842及ωKAEC

GAE = 1.3843.

尔芬本征模(全局GAE, 环TAE, 反剪切RSAE等)，以及内扭曲(kink)模和理想气球
模(IBM)。

方程(6.16)-(5.75)可以数值上求得连续谱和本征模。连续谱通过使得二阶导数
系数矩阵的行列式为零而得到[Fu1989]。本征模通过求解矩阵本征值问题AX =
λBX得到，其中λ = ω2。我们使用中心差分离散方程(6.16)，df/dr = (fj+1 −
fj−1)/(2∆r)及d

2f/dr2 = (fj+1− 2fj + fj−1)/∆r
2。计算中使用零边界条件。本征矩

阵维数为(Nm × Nr)
2，其中Nr 是径向网格数，及Nm = mmax −mmin + 1是极向傅

里叶m模所保留的数目, 计算中取m ∈ [mmin,mmax]。

基于以上算法，我们发展了一个新的全局本征代码AMC(Alfvén Mode Code)。
为了加快计算速度，用了稀疏矩阵计算本征值(模频率)和本征矢(模结构)。相
较于其他代码(通常使用迭代root finding寻根法)，如NOVA[Cheng1986], KAEC
[Yu2009]和GTAW [Hu2014]，这个新代码更容易使用并且计算更快。比如使用Nr =
512和Nm = 10进行运算一个典型例子，AMC可以几秒或者不到一秒找到本征
模，而NOVA和KAEC通常需要几分钟。更进一步，AMC能够在几分钟内找到所
有Nd (Nd = Nr × Nm)个本征值和本征模，并且不会丢根。AMC测试的模数范围
到n = 100依然无数值困难，NOVA、KAEC和GTAW等在高模数n > 20通常无法
获得好的计算结果。这里如果是求完整的本征方程，它既包含连续谱也包含物理
上的本征模。对于连续谱的根，模结构通常在某一径向位置奇异，而离散谱的模
结构通常是全局的同时是光滑的，从而也是我们最感兴趣的。

5.8.1 柱柱柱全全全局局局阿阿阿尔尔尔芬芬芬本本本征征征模模模

我们测试所谓的GAE，参数ρ = 1.0 − 0.98(r/a)2, q = 1.001 + 2.0(r/a)2, β = 0,
n = 0, m = 2 [Yu2009]，结果如图5.19.

5.8.2 环环环阿阿阿尔尔尔芬芬芬本本本征征征模模模

TAE是由于环耦合导致连续谱出现间隙（gap），在间隙中存在的离散本征
模。
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图 5.20: Fu1989中参数的TAE, ωFu89
TAE = 0.31, ωNOVA

TAE = 0.3127, ωKAEC
TAE = 0.302,

ωAMC
TAE = 0.303.

5.8.2.1 Fu1989参参参数数数的的的TAE

参数q = 1.0 + 1.0(r/a)2, ρ = 1.0, n=1 and R0/a = 4 [Fu1989]，结果如图5.20.

5.8.2.2 奇奇奇模模模和和和偶偶偶模模模TAEs

间隙中TAE可能不止一支，比如有时既会有常规的偶（Even）模，又可能能找
到奇（odd）模。参数，q = 1.35+1.2(r/a)2, ρ = 1/[1+2.0(r/a)2], n = 1和R0/a =
4，结果见图5.21。

5.8.3 反反反剪剪剪切切切阿阿阿尔尔尔芬芬芬本本本征征征模模模

对于反剪切位形，可能存在所谓的反剪切阿尔芬本征模，用来对比的参数取
自[Deng2010]，结果如图5.22。

5.8.4 全全全局局局气气气球球球模模模

如果我们关心磁流体中的不稳定性，在方程(5.72)中有两个来源，一个是第三
项电流驱动的扭曲模，一种是第四项压强驱动的气球模。

气球模主要由压强梯度驱动，曲率一定程度可以致稳，一个示例见图5.23，图
中可以看到，n越大时却说增长率γ逐渐趋近于常数，这与前面局域s − α的结论相
近。

5.8.5 内内内扭扭扭曲曲曲模模模

内扭曲模，主要由平行平衡电流驱动的不稳定性。图5.24显示了AMC中典型的
柱位形的内扭曲模算例，由于q = 1面的存在，该模不稳定。图中可看到，理想内
扭曲模，是纯增长的。
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图 5.21: 奇模和偶模TAEs. ωNOVA
Odd = 0.4050, ωKAEC

Odd = 0.4086, ωAMC
Odd = 0.4088;

ωNOVA
Even = 0.3550, ωKAEC

Even = 0.3523, ωAMC
Even = 0.3505.(后附彩图)

图 5.22: Deng2010中的RSAE, ωGTC
RSAE = 0.135, ωHMGC

RSAE = 0.160, ωAMC
RSAE = 0.147,

ωaccum
RSAE = 0.142.
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图 5.23: n = 20的全局理想气球模的模结构δφm(r)和δφ(r, θ)，及γ v.s. n扫描.(后
附彩图)

图 5.24: 内扭曲模本征解.
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图 5.25: 非圆阿尔芬本征模NAE.

5.8.6 非非非圆圆圆阿阿阿尔尔尔芬芬芬本本本征征征模模模

另外，实际上连续谱的间隙不只有m与m ± 1相互耦合的，还可以有与(m ±
2, 3, · · · )耦合的，从而能导致高阶间隙，从而可能找到高阶间隙对应的离散本征
模，这通常是所谓的椭圆或非圆本征模(‘EAE’或‘NAE’)，图5.25给出了一个AMC
找到的高阶间隙对应的离散本征模。这里也表明，所谓的EAE或NAE并不一定要
求非圆位形，因为AMC假定的就是同心圆，且每组方程只保留了相邻模。

以上模拟，再简单加上FLR和阻尼导致的四阶项，还可以用来算所谓的BAE，
算法无需太多调整，细节可参考Rizvi2016。

5.9 回回回旋旋旋朗朗朗道道道流流流体体体：：：磁磁磁流流流体体体的的的拓拓拓展展展

一般的多流体属磁流体的拓展，根据不同的物理需要，单流体中也常常会加不
同的项，比如霍尔项、电子惯性项、抗磁漂移项。以上不赘。我们这里直接跳到
其动理学的拓展版本，回旋流体，也即用流体方程来建模（朗道阻尼等）动理学
效应。

回旋朗道流体主要还是用来研究非线性的输运问题，我们这里只介绍其基本思
想，不具体应用它。这里主要思路参考Hammett&Perkins1993。

我们只推导所谓的朗道流体模型，它可以基于静电一维的Vlasov方程，而暂不
考虑更复杂的基于回旋动理学方程的回旋流体模型。



· 128 · 第 5章 磁流体

5.9.1 静静静电电电一一一维维维为为为例例例

静电一维Vlasov-Poisson方程，只考虑电子

∂f

∂t
+ v

∂f

∂x
+
eE

m

∂f

∂v
= 0, (5.76)

∇2φ = −ρ, (5.77)

E = −∇φ, ρ = e
∫

(f − f0)dv.
线性化eikx−iωt

δn =

∫
δfdv = −n0

eδφ

T0

R(ζ) = −n0
eδφ

T0

kv2
t

∫
∂vf0

kv − ω
dv, (5.78)

ζ = ω/(|k|
√

2vt), T0 = mv2
t = m

∫
f0v

2dv/
∫
f0dv. 对于麦氏分布f0 = fM响应函数

为R(ζ) = 1 + ζZ(ζ) = −Z ′(ζ)/2，其中Z(ζ) = π−1/2
∫
dt exp(−t2)/(t− ζ)是通常的

等离子体色散函数，具体在后一章节将有介绍.

5.9.2 展展展开开开R

For |ζ| � 1

Z ′(ζ) = −i k
|k|
√
π2ζe−ζ

2

+
1

ζ2
+

3

2

1

ζ4
+

15

4

1

ζ6
+ · · · (5.79)

' 1

ζ2
+

3

2

1

ζ4
+

15

4

1

ζ6
+ · · · ,

|ζ| � 1

Z ′(ζ) = −i k
|k|
√
π2ζe−ζ

2 − 2 + 4ζ2 − 8

3
ζ4 + · · · (5.80)

' −2 + (−i k
|k|
√
π2)ζ + 4ζ2 + (i

k

|k|
√
π2)ζ3 − 8

3
ζ4 + (−i k

|k|
√
π)ζ5 + · · · .

R3 = χ1−iζ
χ1

5.9.3 流流流体体体方方方程程程

粒子密度n =
∫
fdv，动量密度mnu = m

∫
fvdv，压强p = m

∫
f(v − u)2dv:

∂n

∂t
+

∂

∂z
(nu) = 0, (5.81)

∂

∂t
(mnu) +

∂

∂z
(umnu) = −∂p

∂z
+ enE − ∂S

∂z
, (5.82)

∂p

∂t
+

∂

∂z
(up) = −(Γ− 1)(p+ S)

∂u

∂z
− ∂q

∂z
, (5.83)
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热流矩(heat flux moment)q = m
∫
f(v − u)3dv. 假设

q̃k = −n0χ1

√
2vt
|k|

ikT̃k, (5.84)

S̃k = −mn0µ1

√
2vt
|k|

ikũk,

及T̃ = (p̃− ñT )/n0. 线性化(u0 = 0, S0 = 0)

−iωñ+ ikn0ũ = 0, (5.85)

−iωmn0ũ = −ikp̃− iken0φ̃− ikS̃, (5.86)

−iωp̃+ ikp0ũ = −(Γ− 1)p0ikũ− ikq̃, (5.87)

得到ũ = ω
kn0
ñ, S̃ = −mµ1

√
2vti

ω
k
ñ, q̃ = −n0χ1

√
2vti(p̃− ñT0)/n0

ωp̃ = Γp0kũ − kχ1

√
2vti(p̃ − ñT0) −→ (ω + ikχ1

√
2vt)p̃ = (Γω + ikχ1

√
2vt)T0ñ

−→ p̃ = (Γω+ikχ1

√
2vt)T0

(ω+ikχ1

√
2vt)

ñ

ωmn0
ω
kn0
ñ = k (Γω+ikχ1

√
2vt)T0

(ω+ikχ1

√
2vt)

ñ+ken0φ̃−kmµ1

√
2vti

ω
k
ñ −→ [ωmω

k
+mµ1

√
2vtiω−

k (Γω+ikχ1

√
2vt)T0

(ω+ikχ1

√
2vt)

]ñ = ken0φ̃，得到

ñ =
(ω + ikχ1

√
2vt)ken0

[ωmω
k
(ω + ikχ1

√
2vt) +mµ1

√
2vtiω(ω + ikχ1

√
2vt)− k(Γω + ikχ1

√
2vt)mv2

t ]
φ̃.

(5.88)

ñ =
(ω + ikχ1

√
2vt)

[ω ω
k2 (ω + ikχ1

√
2vt)/v2

t + µ1

√
2iω(ω + ikχ1

√
2vt)/kvt − (Γω + ikχ1

√
2vt)]

en0

T0

φ̃.

(5.89)

ñ =
(χ1 − iζ)

[2ζ2(χ1 − iζ) + µ12iζ(χ1 − iζ)− (−iΓζ + χ1)]

en0

T0

φ̃, (5.90)

从而，响应函数

R3 =
χ1 − iζ

χ1 − iΓζ − 2iχ1µ1ζ − 2χ1ζ2 − 2µ1ζ2 + 2iζ3
. (5.91)

泰勒展开|ζ| � 1, R3 ∼ −1
2ζ2

+ iµ1

2ζ3
+ · · ·，从而µ1 = 0, R3 ∼ −1

2ζ2
− Γ

4ζ4
+ i(Γ−1)χ1

4ζ5
+ · · ·，

从而Γ = 3. |ζ| � 1, R3 ∼ 1 + i2ζ/χ1，从而χ1 = 2/
√
π. 这样我们就求得了朗道流

体方程中的各个系数。

从上面的推导我们可以看出，朗道流体或者回旋流体的基本思想是先构造一组
矩形式的流体方程，其中有部分未定系数。再对这组方程线性化，可以得到线性
的色散关系，为了在这组流体方程中包含动理学效应，那么应该使得这组流体方
程的色散关系的解尽可能靠近动理学色散关系的解，通过这两个色散关系就可以
拟合出流体方程中未定的系数。而且，最初假定的流体方程本身就是非线性的，
因此可以计算非线性问题8。这保证了新的流体方程至少在线性情况下可以与动理

8注意：朗道/回旋流体方程的最大价值是在非线性，而不是线性！因此，构造矩方程对拟合
对应系数更关键！对于线性问题，我们无需构造矩方程，同样可以得到各种流体模型，只需使
用Pade近似来展开动理学色散关系，这在后一章求动理学色散关系数值解时会有涉及。
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图 5.26: 一维静电动理学和朗道流体的响应函数对比.

学模型对比。上述动理学和朗道流体的响应函数对比见图5.26，我们可以看到两者
在部分区间比较接近，但也有部分区间稍有差别。这些差别可以通过保留更多的
流体矩方程而降低。

对于流体或者回旋流体模拟，由徐学桥和B. D. Dudson等人发展的BOUT++框
架[Dudson2008]是目前磁约束聚变中应用较为广泛的一个代码；国内大连理工
大学王正汹教授组和西南物理研究院李继全组都有丰富经验和发展过相关对

应代码；纯磁流体大规模模拟方面国内浙江大学马志为教授组发展的空间物
理系列代码和tokamak的CLT代码[王胜2016] 目前都已经有非常好的应用。国际
上，M3D/NIMROD等也非常有名。非托卡马克位形的较有名的MHD开源代码
有Celeste3D9和Athena10等。对于线性问题，除了前面提及的NOVA是托卡马克磁
流体不稳定性研究中用的较多的外，Liu Y. Q.等人发展的MARS代码[Liu2007]也
在近年有较大影响力，尤其在电阻壁模等相关研究中，并且已经引入不少动理学
效用。

习习习题题题

1. 证明麦克斯韦方程组中四个方程，两个散度方程是两个时间演化方程的初始
条件。

2. 参照5.2.1小节，画出柱坐标下扭曲模的三维图。

3. 把5.3小节中的方程，加上背景速度u0 6= 0，验证多普勒关系ω′ = ω−k ·u0对

所有七支模（含零频模）均成立。这证明，理想磁流体方程满足伽利略不
变。

9http://code.google.com/p/celeste/
10https://trac.princeton.edu/Athena/
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4. 验证正文中提及的无Shafranov位移的局域气球模方程确实不存在第二稳定
区。

5. 对如下(x, y)二维Kelvin-Helmholtz不稳定性问题进行线性化，并用文中任何
一种方法（如矩阵法或初值法）数值求解：

∂w

∂t
+ vE · ∇w = 0, w = −∇2Φ, vE = ẑ ×∇Φ,

其中Φ(0) = Φ0 cos y, B(0) = B0ẑ。画出增长率随波矢kx的变化关系。
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第第第 6章章章 等等等离离离子子子体体体中中中的的的波波波与与与不不不稳稳稳定定定性性性

“做学问，应该与有学问的在一起。”

――陈省身

与有学问的人在一起，可能对于最简单的问题，都能有新收获。

磁流体方程可以得到阿尔芬波、磁声波等磁流体波。双流体（冷等离子体）方
程可以给出左旋、右旋的电子、离子回旋波，等离子修正了的电磁波、朗缪尔波
等，在取极限情况下也能得到阿尔芬波。低混杂波、高混杂波、哨声波等也均在
冷等离子体框架下可给出。考虑动理学效应，会出现伯恩斯坦波等无穷多项高次
谐波，同时会有无碰撞阻尼（朗道阻尼）等新效应出现。

这里，不对各种色散关系作推导，相关内容在各种基础等离子体物理教材中均
可找到，或者参考经典著作[Stix1992]1。这里重点在一般教材中不讲的数值问题。

6.1 色色色散散散关关关系系系求求求根根根示示示例例例

无限均匀平板模型下的色散关系一般是代数方程，求解色散关系等价于求解方
程f(ω) = 0的根。除了最简单的低次多项式方程等情况外，通常的色散关系都是难
于精确解析求解的，甚至即使对于三次和四次多项式有求根公式，我们实际中也
会更倾向于近似解析解或者数值解。

因此我们碰到的第一个问题是，如何求代数方程或函数方程的根。对这个问题
（任意代数方程，求出所有根），事实上在复平面上目前并无普适的解决方案。
很简单的一个例子，f(x) = sin(x)− 0.6x = 0有无穷多根，我们一般只能做到划定
一个区间，找出其中所有根。

对于实函数的实根，二分法是很有效的方法。复平面上的根，一般用迭代法
（牛顿迭代，等）。复平面的二分法无法直接用，主要麻烦在于无法像实轴上那
样容易判定区间内根的个数，但借助柯西围道积分原则上是可以给出区间内根个
数的，这也已经发展成了一种求复平面给定区域所有根的一种方法，参见9.9小
节。

对于多项式方程，我们已经有现成的方法可以给出所有根，比如常用（MATLAB库
函数roots即为这种）的是转化成矩阵本征值问题，再借助本征值求解算法。作为

1第一版出版于1962 年，当时等离子体物理线性波动理论处于初步成型阶段。另，Thomas
Howard Stix (1924.07.12–2001.04.16)为我国著名等离子体物理学家蔡诗东先生的博士导师。

133
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示例，我们这里求解静电束流（beam-plasma）不稳定性的色散关系

1 =
1

ω2
+

nb
(ω − ku0)2

, (6.1)

相应的代码如下

1 nb=0.1; u0=1; w= [ ] ; kk=−4:0 .05:4 ;
2 f o r k=kk
3 p=[1 , −2∗k∗u0 , ( kˆ2∗u0ˆ2−nb−1) , 2∗k∗u0 , −kˆ2∗u0 ˆ 2 ] ;
4 omg=roo t s (p) ; w=[w, omg ] ;
5 end
6 wr1=r e a l (w( 1 , : ) ) ; wr2=r e a l (w( 2 , : ) ) ; wr3=r e a l (w( 3 , : ) ) ; wr4=r e a l (w( 4 , : ) ) ;
7 wi1=imag (w( 1 , : ) ) ; wi2=imag (w( 2 , : ) ) ; wi3=imag (w( 3 , : ) ) ; wi4=imag (w( 4 , : ) ) ;
8 p lo t ( kk , wr1 , ’ r . ’ , kk , wi1 , ’ g . ’ , kk , wr2 , ’ r . ’ , kk , wi2 , ’ g . ’ , . . .
9 kk , wr3 , ’ r . ’ , kk , wi3 , ’ g . ’ , kk , wr4 , ’ r . ’ , kk , wi4 , ’ g . ’ ) ;

−4 −2 0 2 4
−5

0

5
Beam−plasma dispersion relation, nb=0.1, u0=1

k

ω

 

 

ω
r

ω
i

图 6.1: 静电束流（beam-plasma）不稳定性的色散关系

结果如图6.1。对此方程的图解可参考[胡希伟2006]第12.4.1节，并可与这里的结
果对比。这种方法也可以直接推广到多项式矩阵本征值问题

∑p−1
j=0 ω

jMjX = 0，通

过变换得到所谓的伴侣(companion)矩阵，把这个各矩阵Mj维度为n × n的多项式
矩阵本征值问题化为维度更大的低阶矩阵λAX = BX本征值问题，其中A和B的维
度为(p × n) × (p × n)，从而能直接调用标准解法得到系统中的所有根。应用于流
体离子温度梯度模的例子可见[Xie&Li2016]。本章的PDRK中将看到比多项式矩阵
变换更复杂的有理分式变换。

6.2 冷冷冷等等等离离离子子子体体体色色色散散散关关关系系系

磁场B0 = (0,0,B0)，一种广泛引用的冷等离子体色散关系是

det[
←→
D (k, ω)] = 0, (6.2)
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其中（定义n ≡ ck/ω，ω2
ps ≡ ns0e

2
s/ms，ωcs ≡ esB0ms，注意es有正负之分）

←→
D (k, ω) ≡

 S − n2cos2θ −iD n2 sin θ cos θ
iD S − n2 0

n2 sin θ cos θ 0 P − n2sin2θ

 . (6.3)

相应的量均为Stix记法（Stix notation，[Stix1992]）

S = 1−
∑

s

ω2
ps

ω2 − ω2
cs

=
1

2
(R + L),

D =
∑

s

ωcsω
2
ps

ω(ω2 − ω2
cs)

=
1

2
(R− L),

P = 1−
∑

s

ω2
ps

ω2
,

R = 1−
∑

s

ω2
ps

ω(ω + ωcs)
,

L = 1−
∑

s

ω2
ps

ω(ω − ωcs)
. (6.4)

波矢k = (k sin θ, 0, k cos θ)。
一组值得记住的数据是

ωpe ≈ 2π(28.4GHz)[Ne/(10
19m3)]1/2,

ωce ≈ 2π(28.0GHz)[B0/(1.0T)],

它们在目前的磁约束聚变（托卡马克）常见参数下非常之接近。
在激光问题，如粒子模拟激光与靶相互作用，会听到一个临界密度的概

念。ω2 = ω2
pe + k2c2，当打入的激光频率是ω时，如果靶的密度如此之大以至

于ω2
pe > ω2，那么波矢k将为虚数，激光很快衰减（反射）而无法传输。临界密度

就由ω2
pe = ω2计算。这也是反射法测等离子体密度的方法，比如在磁约束装置中。

6.2.1 k(ω)到到到ω(k)

由于(6.2)显式直接写出，得到的是k(ω)，大多数书上也都是固定频率，求解波
矢。但我们实际应用中，通常更关心给定波矢（如模拟中），系统有多少频率满
足色散关系，及频率值。这时，写出ω(k)的显式形式更直观和易解。
当系统中除了电子外，只有一种离子时，色散关系(6.2)可化为

c10ω
10 − c8ω8 + c6ω

6 − c4ω4 + c2ω
2 − c0 = 0, (6.5)

其中（ωce已经改为|ωce|）

c0 = c4k4ω4
ceω

4
ciω

2
pcos2θ,

c2 = c4k4
[
ω2
p(ω

2
ce + ω2

ci−ωciωce)cos2θ + ωciωce(ω
2
p + ωciωce)

]
+c2k2ω2

pωciωce(ω
2
p + ωciωce)(1 + cos2θ),

c4 = c4k4(ω2
ce + ω2

ci + ω2
p) + 2c2k2(ω2

p + ωciωce)
2
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+c2k2ω2
p(ω

2
ce + ω2

ci−ωciωce)(1 + cos2θ)+ω2
p(ω

2
p + ωciωce)

2,

c6 = c4k4 + (2c2k2+ω2
p)(ω

2
ce + ω2

ci + 2ω2
p) + (ω2

p + ωciωce)
2,

c8 =
(
2c2k2 + ω2

ce + ω2
ci + 3ω2

p

)
,

c10 = 1. (6.6)

以上结果也可在[Swanson2003]2中找到。这是一个关于ω2的五次方程，一般情
况下有五组根，也即其他参数固定时，对应于一个波矢k，有五支波。由于冷等离
子体中无自由能，所以五支根应该均为实数（思考题：如何直接从最后的表达式
证明此结论？）。

6.2.2 数数数值值值求求求解解解

由于是多项式方程，可以一次性求出所有根，如，使用Matlab中的roots函数。

图 6.2: 冷等离子体色散关系的数值解

图6.2和图6.3是冷等离子体色散关系的数值解，结果均是用精确表达式计算
所得。一般教科书上的解都是简化情况的近似解，或者示意图。以上结果取
自PPLU冷等离子体色散关系模块，可以固定参数求根，扫描波矢k，扫描夹
角θ，及画色散面。这里不再列出求解的具体代码。对于各支波的详细讨论可
参考[Swanson2003] 或其他基础教材。

6.2.3 静静静电电电还还还是是是电电电磁磁磁

有必要提一下电磁波与静电波是如何区分的。一般而言，电磁波已经特指，必

2等离子体波与不稳定性中，[Stix1992]无疑是经典之作，适合进阶；[Swanson2003]则更适合入
门和教学，里面有许多详尽清晰实用的描述，尤其适合空间物理方面的研究人员。Donald Gary
Swanson (1935- )另一本适合入门的书是[Swanson2008]（Swanson, D. G., Plasma Kinetic Theory,
CRC Press, 2008）。一本简练的书是[Chen1987]（Chen, L., Waves and Instabilities of Plasmas,
World Scientific, 1987），可以当作你是否适合做等离子体物理理论研究的试金石，能一两年内就
读懂那么适合；如果不行，那么做理论于你可能不是一个好选择。
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图 6.3: 冷等离子体色散关系的色散面(后附彩图)

须既有电扰动又有磁扰动，光波和阿尔芬波均是，因此静电波不能归为电磁波。
简单的判据是k×E与k ·E 的相对大小，如果k ·E相对较大，那么只需泊松方程就
基本可描述该波；如果k×E 较显著，那么法拉力定律的方程不能少，必然有较大
的磁扰动，因而是电磁波。这个判断下，你可以发现低杂波是准静电波，磁扰动
很小。这也是你常能看到做低杂波传输模拟的人常可使用相较于完整双流体方程

大大简化的方程的一个重要原因。

本质上，这里利用的是Helmholtz3分解4

E = Eirr + Erot, (6.7)

其中

∇×Eirr = 0, ∇ ·Erot = 0 (6.8)

. 其实也就是纵场（∇×EL = 0）和横场（∇ ·ET = 0）分解，静电模保留纵场。

6.2.4 等等等离离离子子子体体体波波波传传传播播播模模模拟拟拟示示示例例例

这一节，我们给出一个等离子体波的简单模拟示例：一束电磁波从真空传入
等离子体再传出的反射、透射过程。这个一维例子更为直观易懂，更复杂的例子
见9.8节的光迹追踪。
假设未磁化等离子体，无零级磁场。对高频电磁波，忽略离子运动，仅电子速

度扰动提供电流。密度不均匀只在电磁波传播的z方向，电场只Ey，磁场只Bx。简

3H. Helmholtz, Crelles J. 55, 25 (1858). 其基本思想可追溯到Stokes (1849). 均早于Maxwell方
程(1865).

4在场（电磁场、量子场，等）的分析中，除了Helmholtz分解外，另一种常用的分解是螺旋分
解。它利用旋度算符(∇×)的本征函数把矢量场分解为左右螺旋(κ = ±1)和不旋(κ = ±0)的三个部
分。详细可见[Moses1970,1971]和[Diver2001].在等离子体物理中，螺旋分解在求非线性精确解中已
经有一些尝试.
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化得到的方程组为 

∂By

∂t
= −∂Ex

∂z
,

∂Ex
∂t

= −c2∂By

∂z
− en0(z)

ε0
ux,

∂ux
∂t

= − e

m
Ex.

(6.9)

在真空区，n0(z) = 0；在第一个等离子体区，这里取n0(z) = n0；第二个等离
子体区取递增的密度。一组模拟结果见图6.4。一束高斯包络的电磁波(ω = 1, c =
1)从左侧注入，传输到第一个等离子体区时，密度n0 = 0.8，从而k =

√
ω2 − n0 >

0，可以正常传输，但波长变长，部分反射，部分透射。传到第二个等离子体区
时，密度最大值n = 8，趋肤深度λh = 2π/k = 2π/

√
7 < 10，比等离子体区窄，指

数衰减，绝大部分被吸收。从模拟图中也可看到。
显然，此例的色散关系为ω2 = ω2

p + k2c2，等效的介电常数(dielectric con-
stant)为

ε = ε0 −
ω2
p

ω2
. (6.10)

对于等离子体、金属或其他介质，也常用介电常数模型来研究其中的电磁波传
播，常见的有Drude5模型

ε = ε0 −
ω2
p

ω(iνc + ω)
, (6.11)

及Lorentz模型、Deybe模型和Sellmeier模型等。
此例，自己运行代码plss1d.m，看连续动画作图，会更直观。经简单拓展到二

维，此例还可用来模拟电磁波的折射，留给读者作练习。

6.3 CMA图图图

CMA（Clemmow-Mullaly-Allis）图常用来分析等离子体波的传播，在空间物
理及磁约束聚变波加热问题中常用。它的基本内容在[Chen1984]的教材及[Stix1992]的
专著中有清晰详尽的讨论，研究波传播的读者最好能熟悉。要注意，只有冷等离
子体条件下才能画出好的CMA图。
这里提供一个画CMA图的程序6，已集成在PPLU中，示例如图6.5。对于CMA图，

需要用的人会很熟悉；用不着的人则基本不会去管它。因此本节只介绍这么多，
以期让不需要的人看图也有些直观印象。

6.4 流流流体体体色色色散散散关关关系系系普普普适适适解解解

原则上，所有的均匀平板位形的等离子体色散关系都已经获得。但问题是，除
了少数简化情况外，大部分都极复杂，表达式不仅仅解析解麻烦，甚至数值解也
不一定能有效求解我们需要的根。或者，有的并未显式写出过最终的色散关系。

5Paul Drude, 1863-1906, 德国物理学家，选为普鲁士科学院成员后自杀，原因不明。
6取自N. Lehtinen的“plotcma.m”for plotting the Clemmow-Mullaly-Allis diagram for cold 2-

comp plasma.
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图 6.4: 等离子体波反射、传播、吸收和透射模拟示例(后附彩图)

图 6.5: 描画CMA图程序示例(后附彩图)
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这使得传统的求解色散关系的途径（即，先推导出色散关系表达式D(ω, k) =
0，再解析或数值求解），通常没有普适性。比如，每研究一种新的波或不稳定
性，可能都得推导一遍新的色散关系，而且推导过程可能并不简单，或者写出来
的表达式极繁琐。前面的冷等离子体色散关系，如果有两种离子（加电子，三组
份），或者有本底的束流，或者想考虑温度效应，读者很容易发现，一下子又变
繁琐了，表达式无法直接写出来。或者，即使写出来，用原始的色散关系求解，
在回旋频率附近求根，很可能会数值发散。再就是，给定波矢k，无法直接知道系
统中有多少个ω符合条件，以及如何把它们全部解出来。
对于流体方程表示的等离子体模型，原则上，我们已经可以普适数值求解，不

必一遍遍推导不同的色散关系。PDRF[Xie2014CPC] 我们从流体方程开始

∂tnj = −∇ · (njvj), (6.12a)

∂tuj = −vj · ∇uj +
qj
mj

(E + vj ×B)− ∇Pj

ρj
−
∑

i(ui − uj)νij, (6.12b)

∂tE = c2∇×B − J/ε0, (6.12c)

∂tB = −∇×E, (6.12d)

其中uj = γjvj，并且有

J =
∑

j qjnjvj, (6.13a)

dt(P‖jρ
−γ‖j

j ) = 0, (6.13b)

dt(P⊥jρ
−γ⊥j

j ) = 0, (6.13c)

其中ρj ≡ mjnj, c
2 = 1/µ0ε0, γj = (1 − v2

j/c
2)−1/2, γ‖j和γ⊥j分别是平行和垂直方向

绝热系数. 另外，P‖,⊥ = nT‖,⊥, P = P‖b̂b̂ + P⊥(I − b̂b̂), b̂ = B/B. 需要注意的是,
我们的各向异性模型与CGL Chew1956的不同，但通过令γ‖j = γ⊥j = γTj可以简化
得到Bret的结果[Bret2006]. 继续令T⊥j = T‖j, 就能够重现各向同性压强的情形.
线性化后，方程(6.13)得到

J =
∑

j qj(nj0vj1 + nj1vj0), (6.14a)

P‖,⊥j1 = c2‖,⊥jmjnj1, (6.14b)

其中c2‖,⊥j = γ‖,⊥jP‖,⊥j0/ρj0，Pj0 = nj0Tj0.

注意到

∇ · Pj1 = (ikx, 0, ikz) ·

 P⊥j1 0 ∆jBx1

0 P⊥j1 ∆jBy1

∆jBx1 ∆jBy1 P‖j1

 , (6.15)

其中∆j ≡ (P‖j0 − P⊥j0)/B0, β‖,⊥j = 2µ0P‖,⊥j/B
2
0 . 非对角项来自于从b̂0到b̂的张量

旋转(参考Krall1973或Xie2014附录类似表述)，它与能量交换相关并对于各向异性
不稳定性很重要. 不正确的处理或直接忽略这些非对角项，会导致firehose或其他各
向异性不稳定性的缺失.
令f = f0 + f1e

ik·r−iωt, f1 � f0将方程(6.44)线性化的结果等同于一个矩阵特征
值问题

λAX = MX, (6.16)
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图 6.6: ωr,i和k, θ的色散关系曲线, mi/me = 4, ωpe = 2ωce.

其中λ = −iω是本征值并且X是对应的本征向量，并且还会得到简正/本征模解的
偏振. 类似的处理方法在Goedbloed2004处理MHD 方程和Hakim2008 处理十矩方
程时也能找到.
于是我们有X = (nj1, vj1x, vj1y, vj1z, E1x, E1y, E1z, B1x, B1y, B1z)

T , uj1 = γj0[vj1+
γ2
j0(vj0 · vj1)vj0/c2] = {ajpq} · vj1 (p, q = x, y, z), γj0 = (1− v2

j0/c
2)−1/2，并且A的形

式是 

{1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 ajxx ajxy ajxz 0 0 0 0 0 0
0 ajyx ajyy ajyz 0 0 0 0 0 0
0 ajzx ajzy ajzz} 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1


. (6.17)

为了简化，摩擦项νij中的相对论效应被忽略.矩阵M的形式是方程(6.19) (当i 6=
j时νij项在这里并没有特别给出).
其中ωcj = qjB0/mj, qe = −e, ω2

pj = nj0q
2
j/ε0mj, {bjpq} = νjj − i(k · vj0) · {ajpq}.

同时，

{ajpq} ≡

 ajxx ajxy ajxz
ajyx ajyy ajyz
ajzx ajzy ajzz

 =

 γj0 + γ3
j0v

2
j0x/c

2 γ3
j0vj0xvj0y/c

2 γ3
j0vj0xvj0z/c

2

γ3
j0vj0xvj0y/c

2 γj0 + γ3
j0v

2
j0y/c

2 γ3
j0vj0yvj0z/c

2

γ3
j0vj0xvj0z/c

2 γ3
j0vj0zvj0y/c

2 γj0 + γ3
j0v

2
j0z/c

2

 .(6.18)

对于有s 种组分粒子的等离子体，A 和M 的维度是(4s+ 6)× (4s+ 6). 我们可
以利用标准的矩阵本征值求解方法得到系统所有的线性简谐波解并且不会有不收

敛的问题. 本征值求解可以利用LAPACK 或者MATLAB中的函数eig(). 在这里提
供了MATLAB 的代码PDRF 用以求解上文所述的本征值问题. 通过设γj 的值为1,
即A = I 并且{ajpq} = I, PDRF 简化到非相对论情形.
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图 6.7: 在有和没有背景磁场B0情况下，相对论情形下电子束流模的最大增长
率γmax和(kx, kz)的关系(后附彩图).

6.4.1 冷冷冷等等等离离离子子子体体体

在没有外加粒子束条件下，两组分冷等离子体方程(6.16)的数值解ωM，和
用Swanson五阶多项式方法Swanson2003得到的解ωS如表6.1所示，其中kc = 0.1,
θ = π/3, mi/me = 1836, ωpe = 10ωce (注意: 在此之后ωcj = |ωcj|). 可以看出两组
结果十分一致. 有些细微的差别(< 10−15)可以认为是由数值计算误差导致. 色散曲
线ωr,i 和k, θ的关系由图6.6给出，其中mi/me = 4, ωpe = 2ωce.
我们现在检测Bret Bret2007的结果. 离子不动，对于电子束流，γb = 4.0,

nb = 0.1np，下标b和p分别表示束流和背景电子的量. 对于背景电子我们有vp =
−vbnb/np. 令(Zx, 0, Zz) = kvb/ωpp = (0.3, 0, 3.0), PDRF 结果ωM and Bret的结
果ωB列在表6.2. 可以看见对于磁化(B0 6= 0, ωce = ωpp) 和非磁化(B0 = 0) 等离子体
它们都是相同的.
图6.7显示了束流模的最大增长率.为得到图6.7的结果,在Mathematica利用Bret的

方法大概需要一分钟，而用MATLAB使用PDRF只需要几秒.
在http://hsxie.me/codes/pdrf/可以找到PDRF代码的细节、更多应用算例和更

新。注意，PDRF更主要的是提供一种普适的处理流体色散关系的算法，对应的代
码针对不同流体模型，读者最好通过自己的方式去实现，这样可以避免归一化等
等错误。

对于动理学的，更复杂；目前我们依然还不能普适求解，后文提及的WHAMP只
部分的解决，PDRK将尝试作一个近似的普适求解。以上也说明，尽管说等离子
体物理主要复杂在丰富的非线性，但对于线性问题，其实我们也依然还有不少困
难。

6.5 热热热等等等离离离子子子体体体中中中的的的波波波与与与不不不稳稳稳定定定性性性

流体方程中热效应包含在温度或压强中，但未有易用的普适色散关系，各种
波动均是不同特定假设下在一定参数区间所求得的，比如离子声波、气球模不稳
定。流体波与不稳定性的部分结果可在第5章中找到。这里我们限于讨论动理学的
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色散关系，它具有广泛的普适性，且有完整的色散关系可用。

6.5.1 色色色散散散关关关系系系

均匀、磁化高温等离子体物理（动理学）的色散关系，在许多书中均能找到，
如[Stix1992]、[S wanson2003]或[胡希伟2006]的10.1.3小节。这里不再写出。不过，
有一条要提醒的是，大多用的分布函数f0(v)都写着是普适的，但我们如果细究推
导的本原，会发现如果分布函数带漂移，使得总电流不为零，那么线性化的过程
会有问题。

问题出在安培定律

∇×B1 +�����∇×B0 = µ0J1 +���*
6= 0!

µ0J0 + µ0ε0
∂E1

∂t
+

��
���

µ0ε0
∂E0

∂t
, (6.20)

线性化过程中，假设了背景磁场是均匀的，无背景电场，因此关于B0和E0的项

为0而可扔掉。但是，背景电流J0 =
∑

nsqsvs非零时，在线性化的表达式中无法
消去，通常会产生非均匀磁场，而且系统无穷大的假设也会变得有问题。

关于这个问题，目前未见真正有人认真讨论过7，包括它究竟会对我们的实际
研究带来多少问题，也暂无人回答。这个电流麻烦还在于无法通过平移变换之类
消去。因此，文献作者要么不知道这个问题，要么避而不谈，要么加一句说暂无
视这一点或者假设在零电流系统中讨论。

本书只能提到这一点，等待阅读本书的聪明读者去解决，可能会有大发现，可
能没有。

6.5.2 等等等离离离子子子体体体色色色散散散函函函数数数

热等离子体中最重要的发现无疑是所谓无碰撞（collisionless）阻尼的朗道阻
尼8（Landau damping）。

7笔者曾试图考虑过该问题，但尚无成型的结论，因此很可惜这里暂无法为读者解开这一问题
了。

8列夫•达维多维奇•朗道(1908.01.22-1968.04.01)，前苏联物理学家，“科学怪杰”，全能理论
物理学家。苏联原子能研究所庆贺他50寿辰时，送给一块大理石板，刻了朗道平生工作中10项最
重要的科学成果，把他在物理学上的贡献总结为“朗道十诫”，主要为凝聚态理论方面，这也是
他1962年诺贝尔奖的获奖理由。不过，当时朗道阻尼（1946）尚未被实验确认，因而并未能列入。
他对等离子体物理另一项重要的工作是“朗道碰撞算符”(1937)。尽管等离子体物理发展已经半
个多世纪了，一般认为最漂亮的结果依然是朗道阻尼。并且，朗道阻尼至今依然未被完全理解，
包括2010年菲尔兹奖（Fields medal）得主维拉尼（Cédric Villani，1973.10.05- ）的主要工作就是
这一主题，有新进展，但远未彻底解决。朗道另一重要贡献是所谓的理论物理学教程的“朗道十
卷”。“朗道势垒”的43人名单中有等离子体物理中后来的知名人物R.Z.Sagdeev(1932.12.26-)，
通过时间为1955，副博士身份。Vladimir E. Zakharov（1939.8.1-）和A.A.Galeev又均是Sagdeev的
学生。可见朗道学派在等离子体物理领域中也有着极强的谱系。
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这里我们就会遇到后来称为等离子体色散函数9（plasma dispersion function）Z(ζ)10

的概念，在上半平面的定义是

Z(ζ) = π−1/2

∫ ∞

−∞
dx exp(−x2)/(x− ζ), Imζ > 0 (6.21)

通过解析延拓11到Imζ ≤ 0，全平面的表达式为

Z(ζ) = π−1/2

∫
C

dx exp(−x2)/(x− ζ)

= 2i exp(−ζ2)

∫
−∞

iζ exp(−t2)dt

= iπ1/2 exp(−ζ2)[1 + erf(iζ)]. (6.22)

(6.22)式显示Z(ζ)与复数误差函数密切相关。在等离子物理的应用中ζ = x +
iy = ω/kvth 代表相速度与热速度的比值。对比，Faddeeva函数12，

w(ζ) = Z(ζ)/iπ1/2. (6.23)

因此，可用Faddeeva函数来算等离子体色散函数。另注意，Z ′ = −2(1 + ζZ)。
关于等离子体色散函数的数学性质、渐近展开、近似数值计算公式等，可

在NRL等离子体手册（[Huba2009]）及各种教材中找到，不赘。一份详细的讲解
该函数各种数值计算附带应用范例的文档是[Xie2011]13，本小节后面的部分直接取
材于该文档，详见原文。
第一件事是，等离子体色散函数形状如何。二维图、等高线图和三维图分别见

图6.8、图6.9和图6.10。这里调用的是“faddeeva.m”现成的Matlab函数文件。相
关模块也集成在PPLU程序包中。
如果我们不作解析延拓，全平面都用(6.21)式，对比图为图6.10中的(c)和(d)。

可以看到，虚部是明显不连续的，这不是一个解析函数该有的性质。为了使它连
续，也可以从下平面向上平面延拓，但是在推导等离子体色散关系的过程中，首
先得到的函数是定义在上半平面的，所以要向下延拓才代表正确的物理。

9[Fried1961] Fried, B. D. & Conte, S. D., The Plasma Dispersion Function―THE HILBERT
TRANSFORM OF THE GAUSSIAN, Academic Press, New York and London, 1961. Erratum:
Math. Comp. v. 26, 1972, no. 119, p. 814. Reviews and Descriptions of Tables and Books, Math.
Comp., v. 17, 1963, pp. 94-95.

10另一个更有名的Z函数是黎曼ζ(s)函数：复数s，当Re(s) > 1时，ζ(s) =
∑∞

n=1 1/ns，其他区间
由解析延拓定义。一个与此相关，却依然未解决的问题（也属于希尔伯特的23个问题之一）是黎曼
猜想：ζ(s)的非平凡（s = −2,−4,−6, · · ·外的）零点都位于临界线Re(s) = 1/2上。它最初与数论
很有关，在物理中也已经发现可能有潜在重要应用价值。

11朗道阻尼的发现最关键一点就在此。相信我，这并非一个平庸的（trivial）问题，Vlasov 不是
笨蛋。绝大部分学完等离子体物理基础的人乃至于已经有教职的，并未真正弄清朗道阻尼是如何严
格算出来的，许多教材中的描述也是有问题的。关于数学处理，除了看[Landau1946]（Landau,
L. D., On the vibration of the electronic plasma, Journal of Physics, 1946, 10, 25）原文
外，[Nicholson1983]（Nicholson, D. R., Introduction to Plasma Theory, Wiley, 1983）的教材是
数学上讲解较清晰和严谨的。

12[Fadeeva1954] V. N. Faddeeva and N. M. Terentév, Tables of Values of the Probability Integral
for Complex Arguments, State Publishing House for Technical Theoretical Literature, Moscow,
1954.

13Hua-sheng XIE, On Numerical Calculation of The Plasma Dispersion Function, update, 2011-
10-09. 里面有修正了[Fried1961]书中的错误，并详细讨论连续分数展开、递推公式、函数性质
及Fortran、Matlab、Mathematica等各种代码如何计算该函数的问题。
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图 6.10: Re(z)和Im(z)的三维图，[−2, 2] × [−2, 2]，(a)和(b)用已作解析延
拓(6.22)式，(c)和(d)为未作解析延拓的函数图(后附彩图)

6.5.3 等等等离离离子子子体体体色色色散散散函函函数数数的的的Padé近近近似似似或或或多多多点点点展展展开开开

Padé近似是通过有理分式多项式，分别在自变量为大量和小量时拟合泰勒展
开，从而得到全区间的函数近似。多点（J-pole）展开可以基于Padé近似，它把
分母的零点全部找出来，把有理分式多项式化为最简的求和形式。
对于Z函数，Padé近似J-pole展开

Z(ζ) ' ZJ
A(ζ) =

∑J−1
k=0 pkζ

k

q0 +
∑J

k=1 qkζ
k
, (6.24)

其中q0 = 1，需要满足能够匹配两边的泰勒展开

Z(ζ) '

{ ∑∞
k=0 akζ

k ' i
√
πe−ζ

2 − ζ
∑∞

n=0(−ζ2)n Γ(1/2)
Γ(n+3/2)

, ζ → 0∑∞
k=0 a−kζ

−k ' iσ
√
πe−ζ

2 −
∑∞

n=0
Γ(n+1/2)

Γ(1/2)ζ2n+1 , ζ →∞
(6.25)

其中

σ =


0 , IM(ζ) > 0,
1 , IM(ζ) = 0,
2 , IM(ζ) < 0,

(6.26)

及Γ是欧拉Gamma函数. 进一步的一个展开是e−ζ
2

=
∑∞

n=0
(−ζ2)n

n!
. 不过，iσ

√
πe−ζ

2
被

忽略了，从而以上展开在y <
√
πx2e−x

2
且x � 1 (ζ = x + iy)的区间近似不佳。我

们需要求解以下方程组

pj =
∑j

k=0 akqj−k, 1 ≤ j ≤ I (6.27a)

pL−j =
∑j

k=0 a−kqL+k−j, 1 ≤ j ≤ K (6.27b)
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其中I +K = 2J及pj = 0对于j > J − 1和j < 0，以及qj = 0对于j > J和j < 0. 从
而2J个方程决定方程(6.24)中2J个系数pj和qj.
计算各种其他函数，或者后文推广的等离子体色散函数的Padé近似也是直接

的，只需替换方程(6.25)中的系数ak和a−k. 以上细节见Xie2016的附录。这部分内
容后续将在PDRK部分用到。

6.5.4 朗朗朗道道道阻阻阻尼尼尼

对于等离子体色散函数，第二件事是，求出朗道阻尼。
对于一维静电朗缪尔14波，色散关系是

D(ω, k) = 1−
ω2
p

k2

∫ ∞

−∞

∂vf0

v − ω/k
dv = 0. (6.28)

当f0是麦克斯韦分布时
15.

f0 = (
m

2πkT
)1/2 exp(−mv

2

2kT
), (6.29)

等价的色散关系是

D(ζ, k) = 1 +
1

(kλD)2 [1 + ζZ(ζ)] = 0. (6.30)
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Langmuir Wave Dispersion Relation, approximate analytical
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图 6.11: 求解朗缪尔波色散关系，近似的解析解与精确的数值解，虚部即为所谓
的朗道阻尼(后附彩图)

14Irving Langmuir(1881.01.31-1957.08.16)，美国化学家和物理学家，1932年诺贝尔化学奖，最
早在研究电离气体时把其命名为“plasma”，这是本书所讨论的这一学科的名称的由来。朗缪
尔振荡、朗缪尔波、Child-Langmuir Law和朗缪尔探针是做等离子体物理人常听到的关于他的名
词。[Tonks1929](Tonks, L. & Langmuir, I., A General Theory of the Plasma of an Arc, Phys. Rev.,
1929, 34, 876-922)是这一领域的经典文献。

15注意，归一化后的分布是f0 = ( 1
2π )1/2 exp(−v2/2)而非f0 = ( 1

π )1/2 exp(−v2)
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朗道阻尼就包含在(6.30)式，它最早是用渐近展开方法近似求解的，由于我们
已经能数值计算等离子体色散函数Z(ζ)，数值解可用牛顿迭代求根等方法得到。
这里我们直接用Matlab的fsolve函数

1 c l e a r ; c l c ;
2 ze ta=@(x ) faddeeva (x ) ∗1 i ∗ s q r t ( p i ) ;
3 f=@(x , k )1+k∗k+x∗ ze ta (x ) ;w= [ ] ;
4 kmin=0.1; dk1=0.1 ; kmid=1;dk2=1;kmax=10.0;
5 k=[kmin : dk1 : kmid , ( kmid+dk2 ) : dk2 : kmax ] ;
6 f o r kk=k
7 opt ions=opt imset ( ’ Display ’ , ’ o f f ’ ) ;
8 x=f s o l v e ( f ,1−0.1 i , opt ions , kk ) ∗ s q r t (2 ) ∗kk ;
9 w=[w, x ] ;

10 end
11 wre=r e a l (w) ; wie=imag (w) ;
12 wrt =1.0+1.5.∗k .∗ k ;
13 wit=−s q r t ( p i /8) .∗ exp ( −1 . 0 . / ( 2 . 0 .∗ k . ˆ 2 ) −1.5) . / ( k . ˆ 3 ) ;
14 l o g l o g (k , wre , ’−∗r ’ , k,−wie , ’+r−− ’ , k , wrt , ’b− ’ , k,−wit , ’b−− ’ ) ;
15 l egend ( ’ \omega r ’ , ’−\gamma ’ , ’ \omega r ’ , ’−\gamma ’ , ’ Locat ion ’ , ’ SouthEast ’

) ; g r id on ;
16 t i t l e ( s t r c a t ( ’ Langmuir Wave Di spe r s i on Relat ion , approximate a n a l y t i c a l

’ . . .
17 , 10 , ’ s o l u t i o n ( dashed l i n e s ) and exact numerica l computation ( s o l i d

l i n e s ) ’ ) ) ;
18 x l ab e l ( ’ k\ lambda D ’ ) ; y l ab e l ( ’ \omega/\omega p ’ ) ;
19 xlim ( [ kmin , kmax ] ) ;
20 ylim ( [ 0 . 0 0 0 1 , 1 0 0 ] ) ;

结果大致如图6.11。这里我们可看到在kλD ∼ 1附近，近似解误差已经很大，这
也是实际应用中（比如与模拟和实验对比），我们要尽量求精确数值解的原因。
在上面的代码中，我们固定了fsolve每次求解用的初始猜测值1-0.1i；由于fsolve采
取迭代法求根强烈依赖初值，更好的方式是用上一步求得的根作为下一个k的初
值，代码读者可自行修改。

其实，对于以上结果，J.D.Jackson16最早用查表法就给出了一张非常精确的色

散关系数值解图，不得不让人叹服。

备参考，部分解的具体数值见表6.3。值得注意的是，方程(6.30)对于同一k其
实是有多根的，可作f(ωr, ωi) = |D(ζ, k)|的图，从contour图中可很容易看出它
与f(x, y) = 0的平面的接触点（交点）不只一个，而每个交点都是原方程的一个
根。见下一节，或图6.18或9.14。

进一步的例子是求解束流等离子体（beam-plasma），分布函数

f0 = (1− nb)(
m

2πTe
)3/2 exp(−mv

2

2Te
) + nb(

m

2πTb
)3/2 exp[−m(v − vd)2

2Tb
], (6.31)

16[Jackson1960] Jackson, J. D., Longitudinal plasma oscillations, Journal of Nuclear Energy. Part
C, Plasma Physics, Accelerators, Thermonuclear Research, 1960, 1, 171. Jackson（1925.01.19-），
最有名的当属其经典教材Classical Electrodynamics（1962年第一版），从[Jackson1960]这篇等离
子体中他留下来的文章也可见其功底的深厚与作风的严谨，值得后辈学习。他还是另一张很有名的
图（图10.4）的幕后作者。
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表 6.3: 朗道阻尼数值解结果
波矢kλD 实部ωr/ωpe 虚部γr/ωpe

0.1 1.0152 -4.75613E-15
0.2 1.06398 -5.51074E-05
0.3 1.15985 -0.0126204
0.4 1.28506 -0.066128
0.5 1.41566 -0.153359
0.6 1.54571 -0.26411
0.7 1.67387 -0.392401
0.8 1.7999 -0.534552
0.9 1.92387 -0.688109
1.0 2.0459 -0.85133
1.5 2.63233 -1.77571
2 3.18914 -2.8272

0.1 0.2 0.3 0.4
−0.1

−0.05

0

0.05

0.1

kλ
D

ω i/ω
p

(a) γ vs k

0.1 0.2 0.3 0.4
0.7

0.8

0.9

1

1.1

1.2

1.3

1.4

kλ
D

ω r/ω
p

(b) ω
r
 vs k

 

 

n
b
=0.01

n
b
=0.001

n
b
=0.0001

0 0.005 0.01
0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

n
b

ω i/ω
p

(c) γ
max

 vs n
b

图 6.12: 求解束流不稳定性色散关系
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图 6.13: 静电一维离子声波解

色散关系

D(ω, k) = 1 +
ω2
pe

k2v2
Te

[1 + ξeZ(ξe)] +
ω2
pb

k2v2
Tb

[1 + ξbZ(ξb)] = 0,

ξα = (ω − kvdα)/kvTα. (6.32)

其解如图6.12。

6.5.5 离离离子子子声声声波波波

色散关系为

D(ω, k) = 1 +
ω2
pe

k2v2
Te

[1 + ξeZ(ξe)] +
ω2
pi

k2v2
Ti

[1 + ξiZ(ξi)] = 0,

ξα = ω/kvTα. (6.33)

如果取绝热电子，δne = eδφ/Te，泊松方程改为准中性条件δni = δne，从而(假定
了qi = −qe = e)

1

τ
eδφ/Ti = δni =

∫
δfidv, (τ = Te/Ti). (6.34)

得到色散关系

D(ω, k) = 1− τ

2
Z ′(ζi). (6.35)

数值求解(6.33)的困难主要在于寻找合适的初值，大部分初值容易收敛到电子
分支的朗缪尔波，理论的离子声波分支ω2 ' k2c2s，c

2
s = Te/mi，因而对于阻尼不

大时可以根据理论近似解设置初值，一组典型的结果见图6.13 。数值求解(6.35)比
较容易，因为已经滤掉了高频的电子分支，可直接改写前面的代码。
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6.5.6 广广广义义义等等等离离离子子子体体体色色色散散散函函函数数数

一般的等离子体色散函数，限于麦氏分布。如果要求任意分布的色散关系，我
们通常会遇到多个麻烦：1.积分在实轴上奇异；2.如何解析延拓；3.积分从负无穷
到正无穷，如何保证数值积分尽可能快且精确。

广义等离子体色散函数(generalized plasma dispersion function, GPDF)定义如
下

Z(ζ) = Z(ζ, F ) =

∫
C

F

z − ζ
dz, (6.36)

及其导数

Zp(ζ) =

∫
C

∂F/∂z

z − ζ
dz = Z ′(ζ, F ), (6.37)

其中F = e−z
2
/
√
π时退回到原来的等离子体色散函数.

普适的快速精确计算上面两个函数，已经通过基函数展开再利用快速傅里叶变
换解决[Xie2013a]. 该方法适用于几乎任意给定的分布函数F，其中的解析延拓通
过基函数求解析延拓自动统一的解决，不必对不同的分布函数进行不同的延拓.

除麦氏分布外，空间物理中常见的是κ−分布（广义洛伦兹分布，也等价于概率
论中的t分布）

Fκ = Aκ

[
1 +

1

κ

v2

v2
t

]−κ
, (6.38)

其中归一化常数

Aκ =
1

vt

Γ(κ)

Γ(κ− 1/2)

1√
πκ
. (6.39)

另外一个较特殊的例子是不完全麦氏分布

FIM(v) = H(v − ν) 1√
π
e−v

2

, (6.40)

这个分布可以用来演示分布函数中不连续点的效应，一个例子如图6.14。

一些不同的分布函数下朗缪尔波的频率和衰减率如图6.15.

这部分的具体算法求解过程主要在公式推导和解析延拓等细节上稍繁琐，不再
列出，可以参考原文Xie201317. 如果不用这里的算法，通常求解的精度会比较低
或者速度极慢，问题主要出在实轴的奇点。比如，经测试，应用较广的Gauss求积
公式（10.4小节）应用于Z函数效果不佳，误差极大。

6.5.7 WHAMP代代代码码码

解决了Z(ζ)的精确数值求解问题，我们就已经迈出了很重要的一步。但是，等
离子体物理中色散关系求解的麻烦远不止这点。考察全动理学的色散关系，它里
面有无穷项的贝塞尔函数叠加，还有分母ω − nωc − k‖v‖ = 0的回旋共振奇异。数
值求解很容易遇到各种不收敛问题。

17GPDF代码http://hsxie.me/codes/gpdf/，其中同时介绍了常规Z函数的各种计算方法。

http://hsxie.me/codes/gpdf/
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图 6.14: 非完整的麦克斯韦分布下，寻根求解色散关系得到的结果，和模拟结果符
合的很好. ν = −0.1vt.

10
−1

10
0

10
0

10
1

kλ
D

ω/
ω p

(a) real frequency

 

 

Maxwellian
κ=1
κ=5
SD
Triangular
Approx

10
−1

10
0

10
−4

10
−2

10
0

kλ
D

−γ
/ω

p

(b) damping rate

图 6.15: 不同的初始分布下，分布函数对朗道阻尼的影响.
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如何真正的把所有想要的根都找出来，依然是困扰研究人员的一个问题。这
里介绍一个适用范围较广的数值求解代码WHAMP 18。它针对磁化、均匀、各向

异性（用双麦氏分布并含损失锥的形式拟合）、多组份的全动理学等离子体色
散关系。为了加快运算速度但保证精度，等离子体色散函数用较高阶的Padé近似
给出，只在强阻尼的情况下失效；贝塞尔函数叠加到基本收敛（一般前几十项就
够）。

图 6.16: WHAMP求解的色散面示例

一张WHAMP求解的色散面（dispersion surfaces）结果19如图6.16。可以看到，WHAMP确
实是很强大的。

WHAMP原始代码是Fortran77所写，后续其他人有给一些更易用或直观的版
本，比如IDL版、Java版。Richard Denton20开发的jWHAMP（Java版）的界面示
例如图6.17。WHAMP应该会是空间等离子体物理中研究波动问题较多的人的得力
助手，尽管它还有无法求强阻尼及经常不收敛等局限性。

6.5.8 PDRK代代代码码码

是否有可能像PDRF那样，对于动理学的色散关系，也能一次性求出所有主
要的根？答案是，有可能。但由于动理学的解有无穷多个，因而一般有两个限
定条件，比如只求某个区间的所有根，或者只求近似（但依然高精度）的主要
根。前一种，可以通过Cauthy围道积分法（9.9小节）。这里我们讨论后一种，通
过Padé近似再转换为类似PDRF的矩阵本征值问题来实现。

18[Ronnmark1982] Kjell Ronnmark, WHAMP –Waves in Homogeneous, Anisotropic Multi
component Plasmas, KGI Report NO. 179, June 1982. 整理好的代码和说明文档可在https:
//launchpad.net/whamp找到。

19取自[Andre1985] （André, M., Dispersion surfaces, Journal of Plasma Physics, 1985, 33, 1-
19），这也是色散面这个名词的来源。

20http://www.dartmouth.edu/~rdenton/

https://launchpad.net/whamp
https://launchpad.net/whamp
http://www.dartmouth.edu/~rdenton/
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图 6.17: JWHAMP界面示例

6.5.8.1 静静静电电电一一一维维维

我们依然以前面最简单的静电一维的多组份带漂移的麦氏分布函数fs0 =

( ms

2πkBTs
)1/2 exp[− (v−vs0)2

2kBTs
]为例。色散关系为

D = 1 +
S∑
s=1

1

(kλDs)2
[1 + ζsZ(ζs)] = 0, (6.41)

其中λ2
Ds = ε0kBTs

nsq2s
, vts =

√
2kBTs

ms
和ζs = ω−kvs0

kvts
. 等离子体色散函数Z(ζ) = 1√

π

∫∞
−∞

e−z2

z−ζ dz

可以通过多点展开来近似

Z(ζ) ' ZJ(ζ) =
J∑
j=1

bj
ζ − cj

, (6.42)

其中J = 8在Ronnmark Ronnmark1982,Ronnmark1983有用到，J = 2, 3, 4在Martin
et al. Martin1980可找到。这个展开在大部分区间是非常精确的(除了y <

√
πx2e−x

2
当x�

1时，其中ζ = x + iy)，尤其在上半平面。这个近似主要的缺点在于对于强阻尼
的模不能准确描述，但我们通常也对强阻尼模并无兴趣，所以问题不大。后文实
测表明，对于朗道阻尼，这个近似的描述已经足够准确。通过前文提及的展开方
法，我们计算的系数cj和bj（J = 4, J = 8 和J = 12）列在表6.4中. 注意以下有用
的关系式Ronnmark1982

∑
j bj = −1,

∑
j bjcj = 0和

∑
j bjc

2
j = −1/2.

组合(6.41)和(6.42)，得到

1 +
∑
s

∑
j

bsj
(ω − csj)

= 0, (6.43)

其中bsj =
bjcjvts

kλ2
Ds
及csj = k(vs0 + vtscj). 频率的根ω = ωr + iωi = ωr + iγ通常是复数.
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一个等价的线性系统可以是:

ωnsj = csjnsj + bsjE, (6.44a)

E = −
∑

sj nsj, (6.44b)

它是一个SJ × SJ维的本征系统，本征矩阵M，即ωX = MX，其中SJ = S × J
及X = {nsj}. 这里的符号nsj和E没有明确的物理意义，不过可以类比于流体推导
朗缪尔波的扰动密度和电场。方程(6.43)的分母的奇异在常规求解方法中会遇到，
但是在这里通过变换(6.44)后消去了。从而这里的矩阵方法可以很容易处理多组份
色散关系。

该算法的核心代码如下

1 SJ=S∗J ;
2

3 s j =0;
4 M=zero s (SJ , SJ ) ;
5 f o r s=1:S
6 f o r j =1:J ;
7 s j=s j +1;
8 c s j ( s j )=k∗( c z j ( j ) ∗ vts ( s )+vs0 ( s ) ) ;
9 bs j ( s j )=vts ( s ) ∗ bz j ( j ) ∗ c z j ( j ) ∗(kDs ( s ) ˆ2/k ) ;

10 end
11 end
12

13 f o r s j =1:SJ
14 M( s j , : )=−bs j ( s j ) ;
15 M( s j , s j )=−bs j ( s j )+c s j ( s j ) ;
16 end
17

18 d=e i g (M) ;
19 omega=d ;
20 [ wi , ind ]= so r t ( imag (omega ) , ’ descend ’ ) ;
21 w=omega ( ind ) ;
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表6.5中显示了对于朗缪尔波朗道阻尼问题，矩阵方法(ωM)和前文原始的Z(ζ)函
数方法(ωZ) Xie2013求得的虚部最大的根的对比我们可以看到对于J = 8精度达到
了10−4，而对于J = 4误差也并不大(10%). 从而，我们验证了这种方法的可行性。
原则上，对于固定k，有无穷多个频率满足色散关系（物理的讨论见Xie2013a及其
中的文献）。图6.18显示了矩阵法的所有根和Z(ζ)函数方法的零点，取kλDe = 0.8.
虚部最大（阻尼最小）的根（第一个根）两种方法几乎重合，这符合我们的需
要。不过，对于其他阻尼较大的根，我们可以看到符合并不好，这是由于这里
的近似不佳，因此在矩阵法中应该排除。比如，对于第二个根，J = 8的根误差
约10%，而第三个根已经完全不对。幸运的是，对于大部分情况，这些强阻尼根
我们几乎不感兴趣，因为阻尼过大，很难存在。对于J = 12，结果可以稍微更精
确(10−7)，如表6.5和图6.18所示. 原则上，对于方程(6.41)，只要k 6= 0，没有任何
奇异。而对于常规的求根方法，如果初值不佳，可能很难收敛到想要的根。更关
键的是，如果没有其他方式（比如理论）估计根的大致范围，那么很可能漏根。
对于有两个频率尺度(s = e, i, me � mi)的离子声波（ion acoustic mode）问

题，除了朗缪尔解ω = 2.0459 − 0.8513i外，J = 8矩阵法得到的虚部最大的根
与Z(ζ)函数法也一致，如Ti = Te, mi = 1836me, kλDe = 1, 得到ω = 0.0420 −
0.0269i. 通常，默认可以用J = 8便足够。
我们进一步检验前文的电子束流不稳定性（bump-on-tail mode）(s = e, b)，参

数Tb = Te, vb = 5vte及nb = 0.1n0 (ne = n0 − nb). J = 8矩阵法和Z(ζ)函数求根法
均给出相同的虚部最大的根ω = 0.9785 + 0.2000i ，kλDe = 0.2. 而J = 4矩阵法给
出ω = 0.9772 + 0.2076i，也差不多. 图6.19显示ω 和γ随k在以上参数的扫描图，其
中J = 8矩阵法画了虚部最大的前三支根，Z(ζ)函数法画了一支根，ωZ与ωM重合.
其中，Z(ζ)的根需要测试不同的初值才能找到我们需要的根。相反，矩阵法无需
给初值21。从而，矩阵法不会漏掉任何重要的根。

6.5.8.2 Harris色色色散散散关关关系系系

我们进一步求解稍微更复杂的包含n-th (n = −∞ to ∞)阶回旋频率的问题，
即，静电三维磁化(ES3D) Harris色散关系Gurnett2005

D = 1 +
S∑
s=1

1

(kλDs)2
[1 +

ω − kzvs0 − nΩs + λTnΩs

kzvzts

∞∑
n=−∞

Γn(bs)Z(ζsn)] = 0, (6.45)

其中λ2
Ds = ε0kBTzs

ns0q2s
, vts =

√
2kBTs

ms
, λT = Tz/T⊥, ζsn = ω−kzvs0−nΩs

kzvzts
, Γn(b) = In(b)e

−b,

bs = k2
⊥ρ

2
cs, ρcs =

√
v2⊥ts

Ωs
, In是修改的Bessel函数，平衡分布假定为漂移双麦氏分

布fs0 = f⊥(v⊥)fz(vz),其中f⊥ = ms

2πkBTs⊥
exp[− msv2⊥

2kBTs⊥
]及fz = ( ms

2πkBTs⊥
)1/2 exp[−ms(v‖−vs0)2

2kBTsz
].

背景磁场假定为B0 = (0, 0, B0)，及波矢k = (kx, 0, kz) = (k sin θ, 0, k cos θ)，得
到k⊥ = kx and k‖ = kz.
这个色散关系包含无穷阶贝塞尔函数求和. 不过，方程(6.45)与方程(6.41)非常

相似. 从而，变换到等价的线性系统或矩阵依然很直接. 实际计算中，我们只保

21如果矩阵维度较小，可以直接用eig()求所有根；如果矩阵维度较大，或者只需要初值附近的
根，可用eigs()。eigs()可以在初值附近搜索一个或多个根，从而比一般的迭代法更容易求根，且速
度比eig()求所有根快，内存要求也小。本书中从流体到动理学的许多本征值问题，在矩阵维度较大
时，推荐使用eigs()，它还可以直接求矩阵中实部、虚部最大或最小的根。
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图 6.18: 对比Z(ζ)法和矩阵法求解的所有根. 为了防止漏根，Z(ζ)函数的根是通过
画方程(6.41) |D(ωr, ωi)| = 0在复平面的等高图展示，它可以直接的大致显示复平
面区域上的所有零点.图中的箭头指出前三个根。我们可以看到J = 4, 8, 12均能求
得第一个根，但只有J = 12能较精确的得到第二个根.
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和Z(ζ)函数法(ωZ)得到的一个根. 矩阵法可以精确的得到Z(ζ)函数法的根，并且可
以同时得到其他根.
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图 6.20: 矩阵法求解Harris色散关系得到的电子伯恩斯坦模(红’+’). 绿色虚线
是ω = nωc. 冷等离子体极限下的高杂波频率为ωUH =

√
ω2
c + ω2

p = 2.69 (蓝色虚
线). 等离子体色散关系的解也与粒子模拟的谱相符(b)。(后附彩图)

留前面N个贝塞尔函数，即，n = −N to N . 本征矩阵的维度为SNJ × SNJ，其
中SNJ = S × (2N + 1)× J . 方程(6.45)在kz → 0时ω− nΩcs → 0的奇异通过变换移
除了.

6.5.8.3 电电电子子子伯伯伯恩恩恩斯斯斯坦坦坦波波波

我们可以测试电子伯恩斯坦波（Bernstein modes）(s = e). 结果显示在
图6.20(a), 参数ωpe = 2.5ωce. 对于模的频率ω < 6ωc, 只保留N = 10阶贝塞尔函
数已经足够精确. 冷等离子体极限下计算的高杂波频率为ωUH =

√
ω2
c + ω2

p = 2.69,
与矩阵法在k⊥ρc → 0极限下计算的一致. 图6.20(a)也与Gurnett2005的图9.8一致.
图6.20(b)中，我们同时也给出相应的静电粒子PIC模拟(ES1D3V particle-in-cell)
模拟(离子不动, k = k⊥)的验证结果，我们可以看到符合也很好. 这里用的是标准
粒子模拟方法Birdsall1991，具体见后面的章节（第8章）。谱图的等高线是通过傅
里叶变换静电势δφ(x, t)到δφ̂(k, ω)得到。模拟与色散关系相符，也表明色散关系的
推导是正确的。

6.5.9 电电电磁磁磁色色色散散散关关关系系系

前文我们演示了矩阵法可以很好的求解动理学色散关系，并且表明Z的Padé近
似足够精确，这给了我们把这种方法推广到更复杂的电磁(EM3D)问题的信心。如
前文所述，EM3D的色散关系，目前通过常规方法还并没有很好的解决。
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6.5.9.1 色色色散散散关关关系系系

平衡分布依然假定为漂移麦氏分布，B0 = (0, 0, B0)及k = (kx, 0, kz). 色散关系
可推导如下Stix1992，Miyamoto2004

∣∣∣∣∣∣
Kxx − c2k2

ω2 cos2 θ Kxy Kxz + c2k2

ω2 sin θ cos θ

Kyx Kyy − c2k2

ω2 Kyz

Kzx + c2k2

ω2 sin θ cos θ Kzy Kzz − c2k2

ω2 sin2 θ

∣∣∣∣∣∣ = 0, (6.46)

其中K = I +
∑

s

ω2
ps

ω2

[∑
n

{
ζ0Z(ζn)− (1− 1

λT
)[1 + ζnZ(ζn)

}
Xn + 2η2

0λTL
]
, 及

Xn =

 n2Γn/b inΓ′n −(2λT )1/2ηn
n
α
Γn

inΓ′n n2/bΓn − 2bΓ′n i(2λT )1/2ηnαΓ′n
−(2λT )1/2ηn

n
α
Γn −i(2λT )1/2ηnαΓ′n 2λTη

2
nΓn

 , (6.47)

ηn = ω+nΩ
kzvTz

, λT = Tz

T⊥
, b = (kxvT⊥

Ω
)2, α = kxvT⊥

Ω
, v2

Tz
= kBTz

m
, v2

T⊥
= kBT⊥

m
，及L的矩阵

元除了Lzz = 1外均为零.

6.5.9.2 线线线性性性变变变换换换

为了寻找等价的线性变换，麦氏方程

∂tE = c2∇×B − J/ε0, (6.48a)

∂tB = −∇×E, (6.48b)

不需要改变. 我们只需要寻找一个新的线性系统J =←→σ ·E. 通过J-pole展开后，可
以很容易发现J 和E有如下形式的关系

 Jx
Jy
Jz

 =

 a11 +
∑

snjm
bsnjm11

ω−csnjm11
a12 +

∑
snjm

bsnjm12

ω−csnjm12
a13 +

∑
snjm

bsnjm13

ω−csnjm13

a21 +
∑

snjm
bsnjm21

ω−csnjm21
a22 +

∑
snjm

bsnjm22

ω−csnjm22
a23 +

∑
snjm

bsnjm23

ω−csnjm23

a31 +
∑

snjm
bsnjm31

ω−csnjm31
a32 +

∑
snjm

bsnjm32

ω−csnjm32
a33 +

∑
snjm

bsnjm33

ω−csnjm33
+ d33ω


 Ex

Ey
Ez

 .

(6.49)
幸运的是, 注意到Z函数中的关系(

∑
j bj = −1,

∑
j bjcj = 0 及

∑
j bjc

2
j = −1/2) 和

贝塞尔函数[
∑∞

n=−∞ In(b) = eb,
∑∞

n=−∞ nIn(b) = 0,
∑∞

n=−∞ n
2In(b) = beb]，我们发

现aij = 0 (i, j = 1, 2, 3) 及d33 = 0. 方程(6.49) 进一步变为

 Jx
Jy
Jz

 = −


b11
ω

+
∑

snj
bsnj11

ω−csnj

b12
ω

+
∑

snj
bsnj12

ω−csnj

b13
ω

+
∑

snj
bsnj13

ω−csnj

b21
ω

+
∑

snj
bsnj21

ω−csnj

b22
ω

+
∑

snj
bsnj22

ω−csnj

b23
ω

+
∑

snj
bsnj23

ω−csnj

b31
ω

+
∑

snj
bsnj31

ω−csnj

b32
ω

+
∑

snj
bsnj32

ω−csnj

b33
ω

+
∑

snj
bsnj33

ω−csnj


 Ex

Ey
Ez

 .

(6.50)
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组合方程(6.48)和(6.50)，对(6.46)等价的线性系统可以为

ωvsnjx = csnjvsnjx + bsnj11Ex + bsnj12Ey + bsnj13Ez,
ωjx = b11Ex + b12Ey + b13Ez,
Jx = jx +

∑
snj vsnjx,

ωvsnjy = csnjvsnjy + bsnj21Ex + bsnj22Ey + bsnj23Ez,
ωjy = b21Ex + b22Ey + b23Ez,
Jy = jy +

∑
snj vsnjy,

ωvsnjz = csnjvsnjz + bsnj31Ex + bsnj32Ey + bsnj33Ez,
ωjz = b31Ex + b32Ey + b33Ez,
Jz = jz +

∑
snj vsnjz,

ωEx = −c2kzBy − Jx/ε0,
ωEy = c2kzBx − c2kxBz − Jy/ε0,
ωEz = c2kxBy − Jz/ε0,
ωBx = kzEy,
ωBy = −kzEx + kxEz,
ωBz = −kzEy,

(6.51)

它变为一个稀疏矩阵的本征值问题. 再次，符号vsnjx, jx,y,z和Jx,y,z在这里并无直
接的物理意义但可以类比为前文流体PDRF推导的扰动速度、电流. 而矩阵中的
本征矢量(Ex, Ey, Ez, Bx, By, Bz)却依然代表原始的电场和磁场扰动. 从而，可以
像PDRF一样，偏振关系能直接得到. 矩阵维度为NN = 3 × (SNJ + 1) + 6 =
3× [S × (2×N + 1)× J + 1] + 6. 系数为

bsnj11 = ω2
psbj(1− kzbj0/csnj)n2Γn/bs,

b11 =
∑

snj ω
2
psbj(kzbj0/csnj)n

2Γn/bs,

bsnj12 = ω2
psbj(1− kzbj0/csnj)inΓ′n,

b12 =
∑

snj ω
2
psbj(kzbj0/csnj)inΓ′n,

bsnj21 = −bsnj12 , b21 = −b12,
bsnj22 = ω2

psbj(1− kzbj0/csnj)(n2Γn/bs − 2bsΓ
′
n),

b22 =
∑

snj ω
2
psbj(kzbj0/csnj)(n

2Γn/bs − 2bsΓ
′
n),

bsnj13 = ω2
psbj[cj/λTs − nωcsbj0/(csnjvtzs)]Γn/bs,

b13 =
∑

snj ω
2
psbj[nωcsbj0/(csnjvtzs)]Γn/bs,

bsnj31 = bsnj13 , b31 = b13,

bsnj23 = −iω2
psbj[cj/λTs − nωcsbj0/(csnjvtzs)]

√
(2λTs)Γ

′
nbs,

b23 = −i
∑

snj ω
2
psbj[nωcsbj0/(csnjvtzs)]

√
(2λTs)Γ

′
nbs,

bsnj32 = −bsnj23 , b32 = −b23,
bsnj33 = ω2

psbj[(vs0/vtzs + cj)cj/λTs − nωcsbj0(1 + nωcs/(csnj)v
2
tzs)/kz]2λTsΓn,

b33 =
∑

snj ω
2
psbj[n

2bj0/(csnjv
2
tzskz)]2λTsΓn,

csnj = kzcjvtzs + kzvs0 − nωcs,
(6.52)

其中bj0 = vs0 + (1− 1/λTs)cjvtzs.
如果aij 6= 0, 以上线性系统依然可直接得到. 不过，对应的本征矩阵不再稀

疏（sparse）(the ES1D和ES3D的本征矩阵也非稀疏，但是可以变换为稀疏的，
见Xie2016原文). 如果d33 6= 0, 对应的等价线性系统较为复杂，对于我们现在的问
题，我们暂不讨论.
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图 6.21: PDRK-EM3D得到的色散面(b)，用了图6.20相同参数及c2 = 102. 这里ω
vs. k⊥ (a)与前面图6.20的ES3D结果相近，表明EBW是(准)静电的.

对于PDRK的测试和具体应用，可以参考原文Xie201622，这里不再细讲，
图6.20给出一个求解色散面的例子。

PDRK主要的缺点在于增根太多，需要过滤掉。对于不稳定问题，PDRK有明
显优势，因为所有虚部大于零的根都是真实根，PDRK求解不会遗漏也不会给出
假根。PDRK提供了一个求解动理学色散关系所有根的尝试，增根问题表明它也
依然还没有完全解决普适高效求解动理学色散关系的困难。

6.5.10 相相相对对对论论论性性性问问问题题题

前面的例子均未讨论相对论的情况，这对低温、磁约束及大部分空间研究，基
本够用。但激光聚变和部分天文物理中，相对论情况是无法避免的。它会引入一
些新效应。另外，对于非相对论情况，整个磁流体方程组（去掉了位移电流）是
伽利略不变的；但，其他如双流体和Vlasov-Maxwell系统，则运动方程用的是伽利
略不变的，场方程却是洛伦兹不变的，整个系统既非伽利略不变，又非洛伦兹不
变。对于非相对论等离子体物理方程中这种不自洽究竟会对研究的问题带来多大

影响，比如带来多大误差或者是否遗漏了重要物理这些问题，暂未有人真正研究
过。已经研究成型的是，给出了全相对论的磁流体、Vlasov-Maxwell等方程组。
本书主要讲数值问题，对此无法细讨论。另一点是不同的研究者使用的相对

论模型可能均不一样，各自采用了不同的简化假设，这也导致相对论的模型不统
一，不易给出普适求解器。感兴趣者可自行研究。

22本节PDRK代码http://hsxie.me/codes/pdrk/，其中同时给了Z函数高阶Pade展开系数的计
算代码。

http://hsxie.me/codes/pdrk/
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6.6 回回回旋旋旋动动动理理理学学学色色色散散散关关关系系系

鉴于回旋动理学（gyro-kinetic）对于初学者门槛较高，通常在学完等离子体物
理基础课后依然需要经过一年以上才能略懂，要在自己的研究中派上用场则又还
需工夫，这里提供一个门槛较低且直接可用的色散关系。入门者仿照推导一遍，
应可对回旋动理学有大致印象。

非线性是复杂的，因此先限于线性；然后，非均匀也是繁琐的，因此进一步缩
小到均匀情况。在这两条原则下得到的回旋动理学色散关系应该就能保证即简单

又有普适性了。它可以看作是与冷等离子体色散关系和全动理学色散关系并列的

一套色散关系，三者各有优劣：全动理学精确，但繁琐；冷等离子体简单，但无
热效应；回旋动理学复杂度和精确度均介于两者之间，做解析解和数值解均有优
势，但忽略了高频波（Ωc），且限于k‖ � k⊥

23。

电子离子均假设为双麦氏分布（bi-Maxwellian）

F0 =
1

π3/2α2
⊥α‖

exp

(
− v

2
⊥
α2
⊥
−
v2
‖

α2
‖

)
, α⊥,‖ =

(
2T⊥,‖
m

)1/2

. (6.53)

使用[Chen1991]24的框架，我们把线性化的准中性条件（quasi-neutrality condi-
tion）、平行安培定律（parallel Ampere’s law或vorticity equation ）和垂直安培定
律（perpendicular Ampere’s law）三个方程写成矩阵形式

↔
C

 δφ‖
δψ

δB‖
B0

T⊥i

qi

 ≡
 cSS cAS cMS

cSA cAA cMA

cSM cAM cMM

 δφ‖
δψ

δB‖
B0

T⊥i

qi

 = 0. (6.54)

这里用到库仑规范（Coulomb gauge）∇ · A = 0。δφ是扰动静电势（electrostatic
potential），δψ = δA‖ · ω/ck‖是平行扰动磁矢势（magnetic vector potential）
相应的量，δB‖是平行扰动磁场（magnetic field）。最终色散矩阵（dispersion
matrix）写为

↔
C ≡

 cSS cAS cMS

cSA cAA cMA

cSM cAM cMM


=

 −λ1 + λ2 −ηiλ5 −λ3 − λ4

−ηiλ5
ηibi
ω̄2 (1 + ∆)− ηiλ5 ηiλ6

−λ3 − λ4 ηiλ6
2ηi

β⊥i
− λ7 − λ8

 (6.55)

23k‖ � k⊥这条限制看起来是毫无理由的，因为所谓的回旋动理学就是作回旋平均，只考虑回旋
中心的运动，自动滤掉高频，而并无要求波矢怎样。不过，这个假设在推导回旋动理学方程时分出
各种量级时有用到，确实无法去掉。包括A.J.Brizard在内，依然有人在考虑如何去掉这一限制，
但尚无明显突破。相反，人们却已经得到了可处理高于回旋频率的回旋动理学方程。

24[Chen1991] Chen, L. and Hasegawa, A., Kinetic Theory of Geomagnetic Pulsations, 1. Internal
Excitations by Energetic Particles, JOURNAL OF GEOPHYSICAL RESEARCH, AIP, 1991, 96,
1503-1512.另，在磁约束中可用[Zonca2006] Zonca, F. & Chen, L., Resonant and non-resonant
particle dynamics in Alfvén mode excitations, Plasma Physics and Controlled Fusion, 2006, 48,
537.
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其中

∆ =
β⊥i
2bi

(1− ηi) [1− Γ0(bi)] +
β⊥e
2be

(1− ηe) [1− Γ0(be)] ,

λ1 = [1 + ξiZ(ξi)Γ0(bi)] + τ [1 + ξeZ(ξe)Γ0(be)] ,

λ2 = (1− ηi) [1− Γ0(bi)] + τ (1− ηe) [1− Γ0(be)] ,

λ3 = (1− ηi) Γ1(bi)−
ηi
ηe

(1− ηe) Γ1(be),

λ4 = ξiZ(ξi)Γ1(bi)−
ηi
ηe
ξeZ(ξe)Γ1(be),

λ5 = [1− Γ0(bi)] + τ⊥ [1− Γ0(be)] ,

λ6 = Γ1(bi)− Γ1(be),

λ7 = (1− ηi)Γ2(bi) +
ηi
ηeτ⊥

(1− ηe)Γ2(be),

λ8 = ξiZ(ξi)Γ2(bi) +
ηi
ηeτ⊥

ξeZ(ξe)Γ2(be),

及

η ≡
T‖
T⊥
, τ ≡

T‖i
T‖e

, τ⊥ ≡
T⊥i
T⊥e

, β ≡ 8πn0T

B2
0

,

b ≡ k2
⊥ρ

2

2
, ω̄2 ≡ ω2

k2
‖v

2
A

,

δφ‖ ≡ δφ− δψ (E‖ = −ik‖δφ‖),
Γ0(b) = I0(b)e

−b,

Γ1(b) = [I0(b)− I1(b)] e−b,Γ2(b) = 2Γ1(b).

其中In是第一类修正的贝塞尔函数（first kind modified Bessel function）。
最终色散关系是

det
∣∣∣↔C∣∣∣ = 0 (6.56)

我们可以从(6.55)看到，矩阵是对称的，即cAS = cSA、cAM = cMA和cMS =
cSM。这与全动理学中的结论一致。写成(6.55) 的形式还在于讨论各支波的耦合很
管用，每个矩阵元均能找到明确的物理对应，其中，S为声波、A为剪切阿尔芬波
及M代表磁镜模或压缩阿尔芬波。
以上结果取自[Xie2012]25，其中有详细讨论它退化到各向同性、对比全动理学

及应用到具体实例（mirror mode与firehose耦合），基本上提供了一个较完整的框
架，这里不再详述。

6.7 半半半谱谱谱法法法模模模拟拟拟

求解线性（波与不稳定性），传统一般有两种做法，一种是解析得到色散关
系，求根，或曰本征解法；另一种是初值模拟法。本征法一般可以获得系统的所

25[Xie2012] Hua-sheng XIE and Liu CHEN, Linear Kinetic Coupling of Firehose (KAW) and
Mirror Mode, arXiv:1210.4441.
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有根，但不直观，且有时求根也较繁琐；初值法，它更反映一个系统的真实演化
情况，但是一般只有增长率最大的根能明显体现。传统的初值法求解原始的非线
性偏微分解方程，常会需要较多计算资源，或者易碰到数值耗散等麻烦问题。
我们实际上有一种折中的处理方法，综合两种方法的优势，这里称为半谱法

（Semi-Spectral Method），它依然是一种初值法，不过利用了系统的线性，实现
降维。它可以大大节省计算资源，同时也可以使非增长率最大的根也一定程度上
能明显体现。它是一种模拟方法，但却有本征求解器的特征。
半谱法最关键的思想是，时间导数∂/∂t保持不变，但对空间的线性部分作谱变

换，∇ → ik。如果有动理学∂/∂v项，也不作变换。事实上这种方法我们在前一章
的流体问题已经用到，也即对色散关系的ω反变换为i∂t，转换为初值问题。

6.7.1 流流流体体体简简简正正正模模模模模模拟拟拟

6.7.1.1 简简简单单单例例例子子子

我们首先构造一个简单的例子，方程
∂f1

∂t
+ ua

∂f1

∂x
+ ub

∂f2

∂x
= 0,

∂f2

∂t
+ ub

∂f1

∂x
+ ua

∂f2

∂x
= 0.

(6.57)

半谱法求解 {
∂f1/∂t = −(ikuaf1 + ikubf2),

∂f2/∂t = −(ikuaf1 + ikubf2.
(6.58)

色散关系 {
(ω − kua)f1 = kubf2,

(ω − kua)f2 = kubf1.
(6.59)

得到ω± = k(ua ± ub), f1 = ±f2.
如果我们假设初始f1 = yf2，则两支模ω±各占的比例分别为x和1− x，得到x−

(1− x) = y ⇒ x = (y + 1)/2，从而ω±的幅度占比

A+

A−
=

∣∣∣∣ x

1− x

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣y + 1

y − 1

∣∣∣∣ , (6.60)

这表明我们可以通过设定不同初值来精确控制两支模的幅度。

我们用四阶Runge-Kutta模拟来求解方程(6.58)，simple hs.m

1 % Hua−sheng XIE , huashengxie@gmail . com , IFTS−ZJU, 2012−11−16 15 :16
2 % simple example to show ha l f s p e c t r a l method
3 % the r e s u l t s match the theory p r ed i c t s p e r f e c t l y
4 f unc t i on s imp le hs
5 c l o s e a l l ; c l e a r ; c l c ;
6 g l oba l ua ub k
7 ua=1.0; ub=0.2; k=0.2 ;
8 y=3;
9 f 10 =0.1 ; f20=y∗ f 10 ;
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图 6.22: RK4求解方程(6.58)，作为半谱法的演示，红线虚线为色散关系解

10

11 [T,Y]=ode45 (@push , 0 : 0 . 0 1 : 6 e2 , [ f10 , f20 ] ) ;
12 t t=T;
13 f 1=Y( : , 1 ) ; f 2=Y( : , 2 ) ;
14

15 we=[k∗( ua+ub) , k∗(ua−ub) ] ;
16 A w1=f10 ∗abs (y+1) /2 ; A w2=f10 ∗abs (y−1) /2 ; % ∗ f 10 ?? need check
17

18 h=f i g u r e ( ’ un i t ’ , ’ normal ized ’ , ’ Po s i t i on ’ , [ 0 . 0 1 0 .47 0 .6 0 . 4 5 ] ) ;
19 s e t ( gcf , ’ DefaultAxesFontSize ’ ,15) ;
20

21 subplot (311) ; p l o t ( tt , r e a l ( f 1 ) , tt , imag ( f1 ) , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
22 x l ab e l ( ’ t ’ ) ; y l ab e l ( ’ f 1 ’ ) ; ax i s t i g h t ; g r id on ;
23 t i t l e ( [ ’ k=’ , num2str ( k ) , ’ , ua=’ , num2str ( ua ) , ’ , ub=’ , num2str (ub) , . . .
24 ’ , f 1 (0 )=’ , num2str ( f10 ) , ’ , f 2 (0 )=’ , num2str ( f20 ) ] ) ;
25 subplot (312) ; p l o t ( tt , r e a l ( f 2 ) , tt , imag ( f2 ) , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
26 x l ab e l ( ’ t ’ ) ; y l ab e l ( ’ f 2 ’ ) ; ax i s t i g h t ; g r id on ;
27 t i t l e ( [ ’ theory w {\pm}= ’ , num2str (we (1 ) ) , ’ , ’ , num2str (we (2 ) ) , . . .
28 ’ , A {\pm}= ’ , num2str (A w1) , ’ , ’ , num2str (A w2) ] ) ;
29

30 Lt=length ( t t ) ; % number o f sampling
31 d f s=2∗pi /( t t ( end )−t t (1 ) ) ;
32 f s =0: d f s : d f s ∗(Lt−1) ;
33 f 1 f t=f f t ( r e a l ( f 1 ) ) /Lt ∗2 ; % ∗2 ?? need check
34 i f s =30;
35 subplot (313) ; p l o t ( f s ( 1 : i f s ) , abs ( f 1 f t ( 1 : i f s ) ) , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
36 t i t l e ( ’ s imu la t i on f requency ’ ) ; y l ab e l ( ’Amp’ ) ; x l ab e l ( ’ \omega ’ ) ;
37 xlim ( [ 0 , f s ( i f s ) ] ) ; g r id on ;
38 Amax=1.5∗max( abs ( f 1 f t ( 1 : i f s ) ) ) ; yl im ( [ 0 ,Amax ] ) ;
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39 hold on ; p l o t ( [ we (1 ) ,we (1 ) ] , [ 0 ,Amax] , ’ r−− ’ , [ we (2 ) ,we (2 ) ] , [ 0 ,Amax] , ’
r−− ’ , . . .

40 ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
41

42 % f i d = fopen ( ’ y t t . txt ’ , ’w’ ) ; out=[ tt ’ ; r e a l ( f1 ’ ) ] ;
43 % f p r i n t f ( f i d , ’%6.2 f %12.8 f \n ’ , out ) ;
44 % f c l o s e ( f i d ) ;
45 end
46

47 f unc t i on dy=push ( t , y )
48 g l oba l ua ub k
49 % y −−> f1 , f 2
50 dy=ze ro s (2 , 1 ) ;
51 dy (1 )=−1i ∗k∗ua∗y (1)−1 i ∗k∗ub∗y (2) ;
52 dy (2 )=−1i ∗k∗ub∗y (1)−1 i ∗k∗ua∗y (2) ;
53 end

结果显示在图6.22中，我们可以看到两支模的频率和幅值与预期完全一致(ω± =
0.24, 0.16, A± = 0.2, 0.1)，微小的差别来自数值离散。

6.7.1.2 冷冷冷等等等离离离子子子体体体波波波

第5章，我们用这种方法模拟过磁流体波，也求解过局域气球模。这里给出冷
等离子体波的算例。

方程 

∂δvs

∂t
=

es
ms

[δE + δvs × δB],

∂δE

∂t
= ic2k× δB− δJ/ε0,

∂δB

∂t
= −ik× δE.

(6.61)

其中δJ =
∑

s ns0esδvs. 及B0 = (0, 0, B0), k = (k sin θ, 0, k cos θ), ωcs = esB0/ms和ωps =
nsq

2
s/ε0ms.
前文求解过对应的色散关系，我们这里用半谱法来求解，代码更为容易，只有

一种离子时，一组结果显示在图6.23，代码em cold waves.m.
如果多于一种离子，色散关系很难推导或求解，但是前面PDRF的算法可以处

理，这里的半谱法也很容易求解。

6.7.2 动动动理理理学学学简简简正正正模模模模模模拟拟拟

我们来看如何用不到十行代码，精确的模拟线性朗道阻尼问题。
只需求解如下线性方程

∂tδf = −ikvδf + δE∂vf0, (6.62a)

ikδE = −
∫
δfdv, (6.62b)

示例代码
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theory=0.10548, 0.16221, 0.50087, 0.59089, 1.2196

图 6.23: 求解方程(6.61)的电磁冷等离子体波，红线是色散关系的解(后附彩图)

1 k=0.4; dt =0.01; nt=8000; dv=0.1 ; vv=−8:dv : 8 ;
2 df0dv=−vv .∗ exp(−vv . ˆ 2 . / 2 ) / sq r t (2∗ pi ) ;
3 df =0.∗vv+0.1.∗ exp(−(vv−2.0) . ˆ 2 ) ; t t=l i n s p a c e (0 , nt∗dt , nt+1) ;
4 dE=ze ro s (1 , nt+1) ; dE(1) =0.01;
5 f o r i t =1: nt
6 df=df+dt .∗(−1 i ∗k .∗ vv .∗ df+dE( i t ) .∗ df0dv ) ;
7 dE( i t +1)=(1 i /k ) ∗sum( df ) ∗dv ;
8 end
9 p lo t ( tt , r e a l (dE) ) ; x l ab e l ( ’ t ’ ) ; y l ab e l ( ’Re(dE) ’ ) ;

模拟结果见图6.24，可见与前面色散关系的数值解精确一致。这也证明了前面色散
关系的求解无误。注意，为了结果精确，图中实际上用了RK4算法。

6.7.3 本本本征征征模模模模模模拟拟拟

半谱法不限于求解前两小节的流体或动理学简正模的常微分方程，也同样能求
解含模结构的偏微分方程，这在前一章的撕裂模和气球模问题中我们已经看到，
后文（第8章）我们还将用它来模拟动理学漂移不稳定性。

习习习题题题

1. 验证(6.5)和(6.6)式。提示：手算将极为复杂，有数百项，任何一项出现错
误都将可能导致化简失败，可借助Mathematica软件的自动推导功能辅助化
简。

2. 自己写代码或参考本书提供的代码，求解本章的各个色散关系。
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图 6.24: 朗道阻尼线性模拟及与色散关系数值解对比

3. 证明低杂波是准静电波。

4. 利用本章6.5节的知识，数值求解离子伯恩斯坦波色散关系（方程见[胡希
伟2006]10.4.3节），理解其物理图像，比如各阶的共振及峰值包络变化的趋
势。

5. 根据[Chen1991]和[Xie2012]，推导出(6.55)，大致理解回旋动理学的初步计
算。

6. 用正文中模拟线性朗道阻尼的方法，加上离子方程，模拟离子声波，并与色
散关系数值解（也用正文解朗道阻尼的方法求解）对比。

7. 用正文中PDRK类似的矩阵变换方法求解任意一个自己知道的动理学色散关
系的所有主要根。
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第第第 7章章章 等等等离离离子子子体体体中中中的的的碰碰碰撞撞撞与与与输输输运运运

“Anomalous transport theory is not, at present (or in the foreseeable future) a
complete, self-contained corpus. One could therefore consider that today is not yet

the right time for writing a book on anomalous transport theory. (Maybe there
never will be a ‘right time’ for a complete theory!)”

――R Balesc, Aspects of Anomalous Transport in Plasmas
反常输运什么时候能被彻底解决？

我们知道，中性气体碰撞，温度越高碰撞越频繁。在等离子体中却常常会听
到相反的结论。不直观的解释是，温度越高（速度越快），等离子体中的碰撞截
面越小。这里的差别在于，中性粒子原子或分子很大，基本上可用硬球模型来类
比，当背景粒子分布不变时，粒子速度越快，碰撞时间越短，碰撞越频繁；而等
离子体中，处于电离态，原子核大小相较于原子，小约四个数量级，粒子的碰撞
主要是库仑碰撞（散射），速度越快，相互作用时间越短，碰撞导致的角度偏转
越小，因而碰撞越弱。当然，温度再增高时，原子核的大小也将产生影响，此时
碰撞频率又会增大。正因为如此，尘埃等离子体就不见得温度越高碰撞也越弱。
碰撞会导致输运，包括粒子、动量或能量等的输运，实验室等离子体中通常看

到的输运远大于基于碰撞理论得到的输运。尤其在聚变实验中，输运通常大几个
数量级，这对聚变的实现不利。这种输运，部分可以通过所谓的新经典输运理论
解释，托卡马克中的粒子碰撞等效长度不是回旋半径量级而是更大的香蕉轨道宽
度量级。但是新经典理论计算的输运依然比实验小很多，不能解释的部分我们称
为反常输运。目前认为反常输运是微观不稳定性产生的湍流导致。

本书主要定位于数值计算，介绍一些可以直观感受并易于初学者入手的问
题。由于详尽的模拟输运问题较为复杂，比如即使流体模型的Braginskii方程（见
第5章）完整的三维求解，尤其还需处理相关的几何坐标系（如托卡马克磁面坐
标）时，至少需要超级计算机作大规模并行，BOUT/BOUT++是这方面的代表之
一；动理学模型目前在磁约束聚变中也主要是基于回旋动理学，一般也需要大规
模并行。另一方面，关于碰撞输运、新经典输运等等物理背景及理论推导在许多
其他理论教材中已经有许多可参考，本书不打算重复。对于动理学计算微观不稳
定性导致的输运，我们将在第8章给出一个例子。由于上面的原因，这章涵盖的内
容相对较少。

7.1 二二二体体体库库库仑仑仑碰碰碰撞撞撞

这部分在一般教材上均有详细讨论，尤其Spitzer1956的书中的讨论非常细致也

173
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非常经典。我们不再详述，这里只给出库仑碰撞的图示。假定中心离子不动（质
量极大），电子从远处飞过来导致的散射。我们忽略归一化，只计算在1/r2的中

心力场的散射

1 % Hua−sheng XIE , 2017−01−05 20 :28
2 c l o s e a l l ; c l e a r ; c l c ;
3

4 xv0=[−2.0 , 0 . 5 , 1 . 0 , 0 . 0 ;
5 −2.0 , 1 . 0 , 1 . 0 , 0 . 0 ;
6 −2.0 , 1 . 5 , 1 . 0 , 0 . 0 ;
7 −2.0 , 2 . 0 , 1 . 0 , 0 . 0 ;
8 −2.0 , 1 . 0 , 0 . 5 , 0 . 0 ;
9 −2.0 , 1 . 0 , 1 . 5 , 0 . 0 ;

10 −2.0 , 1 . 0 , 2 . 0 , 0 . 0 ;
11 −3.0 , 1 . 5 , 1 . 0 , 0 . 0 ] ;
12

13 h=f i g u r e ( ’ un i t ’ , ’ normal ized ’ , ’ Po s i t i on ’ , [ 0 . 0 1 0 .17 0 .4 0 . 4 5 ] , . . .
14 ’ DefaultAxesFontSize ’ ,15) ;
15

16 cmap=colormap ( ’ j e t ’ ) ; ncmap=length (cmap) ; c l r a=min ( xv0 ( : , 3 ) ) ;
17 c l r b=max( xv0 ( : , 3 ) ) ;
18

19 f o r jp =1: l ength ( xv0 )
20 % x=−2.0; y=0.5 ; vx=1.0 ; vy=0.0 ;
21 x=xv0 ( jp , 1 ) ; y=xv0 ( jp , 2 ) ; vx=xv0 ( jp , 3 ) ; vy=xv0 ( jp , 4 ) ;
22 nt=1200; dt =0.005;
23 tmp=4;
24 dt=dt/tmp ; nt=nt∗tmp ;
25 xx = [ ] ; yy = [ ] ; vxx = [ ] ; vyy = [ ] ; t t = [ ] ;
26

27 p lo t ( [ x,−x ] , [ 0 , 0 ] , ’m−− ’ , [ x,−x ] , [ y , y ] , ’ k : ’ , 0 , 0 , ’ ro ’ , . . .
28 ’ MarkerSize ’ , 5 , ’ MarkerFaceColor ’ , ’ r ’ ) ; hold on ;
29 f o r i t =1: nt
30 r3=( sq r t ( xˆ2+yˆ2) ) ˆ3 ;
31 Fx=−x/ r3 ;
32 Fy=−y/ r3 ;
33 x=x+vx∗dt ;
34 y=y+vy∗dt ;
35 vx=vx+Fx∗dt ;
36 vy=vy+Fy∗dt ;
37 t t =[ tt , i t ∗dt ] ;
38 xx=[xx , x ] ;
39 yy=[yy , y ] ;
40 end
41 p lo t ( xx , yy , ’ l i n ew id th ’ ,2 , ’ c o l o r ’ , cmap( f l o o r ( ( xv0 ( jp , 3 )−c l r a ) /( c l rb−

c l r a ) ∗(ncmap−1) ) +1 , :) ) ; hold on ;
42 end %%
43 dc l r=(c l rb−c l r a ) /7 ;
44 co l o rba r ( ’ YTickLabel ’ ,{ num2str ( c l r a+1∗dc l r , 2 ) , num2str ( c l r a+2∗dc l r , 2 )

, . . .
45 num2str ( c l r a+3∗dc l r , 2 ) , num2str ( c l r a+4∗dc l r , 2 ) , num2str ( c l r a+5∗dc l r

, 2 ) , . . .
46 num2str ( c l r a+6∗dc l r , 2 ) }) ;
47 x l ab e l ( ’ x ’ ) ; y l ab e l ( ’ y ’ ) ; t i t l e ( ’ coulomb s c a t t e r ’ ) ; ax i s t i g h t ;
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图 7.1: 库仑散射图示，其中颜色代表初始速度大小

48 pr in t ( gcf , ’−dpng ’ , ’ cou lomb scat te r . png ’ ) ;

结果如图7.1，图中我们大致可以得到一些结论：同一速度，不同的初始距离，后
续轨道不会相交；不同速度抛射的轨道最多只相交一次。事实上，如果我们计入
初始位置前的轨道，会发现任意两条轨道都会相交。这是一个很有意思的现象，
目前暂不清楚是否有更深层含义（双曲线的本身特性？）。

7.2 一一一维维维平平平板板板和和和柱柱柱位位位形形形中中中的的的扩扩扩散散散

直观的理解，以密度分布为例，我们知道柱位形或环位形中通常看到的都是密
度中间高边缘低。温度的分布通常也如此。可是加料和加热时，一般都是从边界
很局域的一处加入，而不是从中间加的。那么是什么原因导致我们看到的分布多
为中间高外面低的情况呢？其实，这由简单的扩散方程加上边界条件就可很好的
解释。相关的理论分析可参考[Chen1984]或[Freidberg2007]，有很好的讲解，包括
有源和无源情况。简言之，通过分离时间和空间变量，加上边界条件，方程的根
可分解成各个模式，均随时间指数衰减，平板位形为正余弦形式，柱位形为贝塞
尔函数形式，高阶模衰减快于低阶模，最后看到的将只有最低阶模，即，最低阶
的余弦解cos(x/L)和贝塞尔函数解J0，均为中间高，外面低的形式。

不过，要注意，尽管电流分布理论上也可用扩散方程来处理，但在等离子体
中，情况太复杂，边界条件和各处的扩散系数都很复杂，大部分情况，电流不是
从中间到外部的递减，而常见的是中空分布等其他复杂情况。

此处，我们通过数值求解扩散方程来验证解析计算的结论。我们来看最简单的
扩散输运模型

∂n/∂t = D∇2n, (7.1)

对于一维平板∇2 = d2

dx2，对于一维柱∇2 = d2

dr2
+ 1

r
d
dr

.
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这个方程可以通过分离变量得到解析解

n = n0

(∑
l

ale
−t/τl cos

(l + 1/2)πx

L
+
∑
m

bme
−t/τm sin

mπx

L

)
, (7.2)

其中τl =
[

L
(l+1/2)π

]2
1
D
，τm类似. 可以看到，高阶解，即l,m大的，τl,m小，也即在

很快的时间内就会衰减掉，从而只有零阶在最后最明显，这也是为什么扩散的剖
面通常是单调的的原因。对于柱，解由贝塞尔函数叠加，也是最低阶阻尼最慢. 这
部分的解析讨论，可以参考Chen1984.

简单差分离散(第3章)，对于平板diffusion1d x.m

1 c l o s e a l l ; c l e a r ; c l c ;
2 D=1.0; nt=1001; dt =0.0001; L=1.0 ; nj =30; dx=L/nj ; x=0:dx :L ;
3 n=ze ro s ( nt+1, nj+1) ;
4 n ( 1 , : ) =2.0 .∗ s i n ( p i .∗ x . /L) +1.0.∗ s i n (3∗ pi .∗ x . /L) +0.5.∗ s i n (5∗ pi .∗ x . /L) ;
5 s e t ( gcf , ’ DefaultAxesFontSize ’ ,15) ;
6 f o r i t =1: nt
7 i f (mod( i t , f l o o r ( nt /10) )==1)
8 i f ( i t <=1)
9 p lo t (x , n ( 1 , : ) , ’ r : ’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) ; hold on ;

10 e l s e
11 p lo t (x , n( i t , : ) , ’ g ’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
12 end
13 x l ab e l ( ’ x ’ ) ; y l ab e l ( ’n ’ ) ;
14 t i t l e ( [ ’ 1D d i f f u s i o n , D=’ , num2str (D) , ’ , dt=’ , num2str ( dt ) , . . .
15 ’ , dx=’ , num2str (dx , 3 ) , ’ , L=’ , num2str (L) ] ) ;%ylim ( [ 0 , 2 . 5 ] ) ;
16 [ ym, idx ]=max(n( i t , : ) , [ ] , 2 ) ;
17 t ex t ( x ( idx ) ,ym, [ ’ t=’ , num2str ( ( i t −1)∗dt ) ] ) ;
18 end
19 f o r j =2: nj
20 n( i t +1, j )=n( i t , j )+D∗(n( i t , j +1)+n( i t , j−1)−2∗n( i t , j ) ) /(dxˆ2) ∗dt ;
21 end
22 n( i t +1 ,1)=0; n( i t +1, nj+1)=0; pause ( 0 . 0 1 ) ;
23 end
24 pr in t ( gcf , ’−dpng ’ , ’ d i f f u s i o n 1 d x . png ’ ) ;

对于柱diffusion1d r.m，简单修改差分部分以及边界条件和避开r = 0的奇点

1 f o r j =2: nj
2 n( i t +1, j )=n( i t , j )+D∗ ( ( n( i t , j +1)+n( i t , j−1)−2∗n( i t , j ) ) /( dr ˆ2)+(n( i t , j

+1)−n( i t , j−1) ) /(2∗ r ( j ) ∗dr ) ) ∗dt ;
3 end
4 n( i t +1 ,1)=n( i t +1 ,2) ;
5 n( i t +1, nj+1)=0;

图7.2显示了平板解，可以看到初始的高阶模确实很快阻尼掉，最后只剩下最低
阶的剖面。图7.3显示的是柱位形的解，其中对于外边界强制使用了零边界条件，
可以看到剖面的逐渐展平过程。
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图 7.2: 一维扩散的剖面演化，可以看到高阶模很快阻尼掉
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图 7.3: 一维柱位形扩散的剖面演化
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7.3 随随随机机机行行行走走走（（（Monte-Carlo模模模拟拟拟）））

输运过程可以用最简单的随机游走（rand walk）模型来考察。

7.3.1 基基基于于于随随随机机机函函函数数数的的的输输输运运运基基基本本本理理理论论论

最早的理论突破来自爱因斯坦1905年关于布朗运动的论文，及此后的郎之万方
程。我们先讨论一些基本理论。

7.3.1.1 中中中心心心极极极限限限定定定理理理

中心极限定理：设随机变量x1, x2, · · · , xn相互独立同分布，且具有数学期
望E(xi) =

∑
pixi = µ和方差D(xi) =

∑
pi(xi − µ)2 = σ2 6= 0(i = 1, 2, · · · , n)。

记yn =
∑n

i=1 xi，zn = yn−µyn√
D(yn)

= yn−nµ√
nσ
，则limn→∞ zn → N(0, 1)，其中N(µ, σ2) =

1√
2πσ2

e−
(z−µ)2

2σ2 为正态分布。[证略]

该定理表明，在极限情况下，任何随机变量的平均趋于正态分布，这是高斯正
态分布常见的一个原因。

7.3.1.2 一一一维维维随随随机机机游游游走走走

经典一维随机游走：粒子从原点0开始，每步等概率左右移动一格xi = ∆x或xi =
−∆x，第n步位置yn =

∑
i xi。

根据中心极限定理，µ =
∑
pixi = 0.5∆x − 0.5∆x = 0，σ2 = 0.5(∆x)2 +

0.5(∆x)2 = (∆x)2，当n足够大时，粒子的位置yn满足概率分布

P (y) = N(0, n(∆x)2). (7.3)

7.3.1.3 扩扩扩散散散方方方程程程

我们再来看一维扩散方程

∂u(x, t)

∂t
= D

∂2u

∂x2
. (7.4)

基本解

u0(x, t) =
1√

4πDt
e−

x2

4Dt , (7.5)

初始条件为δ函数。由于方程为线性，其他任何解都可以为基本解的叠加，由于初
条件为δ函数，这也是格林函数法。以上的解可以代入原方程直接验证，也可以通
过傅里叶变换方法求得。

对比方程(7.3)和(7.5)，可知在初始点放足够多的粒子的随机游走过程在∆t →
0和∆x→ 0下就是扩散过程，扩散系数D = (∆x)2

2∆t
。

对于稍修改的随机游走问题：以均匀概率∆x ∈ [−0.5, 0.5]，每次移动s∆x步，

方差σ2 =
∫ 0.5

−0.5
(s∆x − 0)2d(∆x) = s2/12，得到扩散系数D = s2

24∆t
。要使D = 1，

需s =
√

24D∆t =
√

24∆t。
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以上可作为用蒙特卡洛方法求解输运方程的理论背景。Boozer1981发展了一种
用于计算等离子体中更实际的输运系数的蒙特卡洛方法。

7.3.1.4 二二二项项项式式式分分分布布布

对于前述随机游走过程，精确的概率分布是二项式分布。第n步共有2n种可
能，位于位置m∆x的概率ω(m,n) = n!

p!(n−p)!2n，其中p = n+m
2
。可定义二项式系

数
(
n
k

)
≡ n!

k!(n−k)!，满足
(
n+1
k

)
=
(
n
k

)
+
(
n
k−1

)
。

对于阶乘，有Stirling级数公式

lnn! ∼ 1

2
ln(2π) + (n+

1

2
) lnn− n+

1

12n
− 1

360n3
+ · · · , (7.6)

主项给出n! ∼
√

2πnnne−n。因此(对于m� n)[试证]

ω(m,n) ∼
( 2

πn

)1/2

exp
(
− m2

2n

)
, (7.7)

取m = y/∆x，上式与中心极限定理的结果(7.3)一致。

7.3.1.5 差差差分分分方方方程程程变变变微微微分分分方方方程程程

差分方程的微分逼近。原始随机游走过程可以用差分方程表示

ω(x, t+ ∆t) =
1

2
ω(x−∆x, t) +

1

2
ω(x+ ∆x, t), (7.8)

即

ω(x, t+ ∆t)− ω(x, t)

∆t
=

(∆x)2

2∆t

ω(x−∆x, t)− 2ω(x, t) + ω(x+ ∆x, t)

(∆x)2
, (7.9)

其中x = m∆x，t = n∆t，初条件ω(0, 0) = 1，ω(x 6= 0, 0) = 0。对于小的∆x和∆t，

以上方程就是一维扩散方程(7.4)的离散形式，得到的扩散系数D = (∆x)2

2∆t
，与前述

的基本解得到的一致。

7.3.2 一一一维维维随随随机机机游游游走走走计计计算算算输输输运运运系系系数数数

基于前面的理论讨论，我们知道随机游走并非只是一个演示示例，它可以用来
实实在在的作计算。一维模拟结果见图7.4。
代码randwalk1d.m

1 % 2013−03−04 09 :49
2 % r e f : MIT OpenCourse − Plasma Transport Theory , Fa l l 2003 , ex 1 .5
3 c l o s e a l l ; c l e a r ; c l c ;
4 Np=10000; Nt=1000;
5

6 s i = [1 : 1 : 10 , s q r t (24) ] ;
7 Di theory=s i . ˆ 2/24 ; Di=0.0.∗ s i ;
8 ns=length ( s i ) ;
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图 7.4: 一维随机游走计算输运系数并与理论值对比

9 f o r i s =1:ns
10 xp=ze ro s (1 ,Np) ;
11 f o r i t =1:Nt
12 Rn=(rand (1 ,Np) −0.5) ; % rand number in (−0.5 , 0 . 5 )
13 dxn=s i ( i s ) ∗Rn;
14 xp=xp+dxn ;
15 end
16 xp2 avg=mean(xp . ˆ 2 ) ;
17 Di ( i s )=xp2 avg /(2∗Nt) ; % d i f f u s i o n c o e f f i c i e n t
18 end
19

20 h=f i g u r e ( ’ un i t ’ , ’ normal ized ’ , ’ Po s i t i on ’ , [ 0 . 0 1 0 .57 0 .5 0 . 3 5 ] ) ;
21 s e t ( gcf , ’ DefaultAxesFontSize ’ ,15) ;
22

23 subplot (211) ; h i s t f i t ( xp ) ;
24 [mu, sigma , muci , s igmac i ] = normf i t ( xp ) ;
25 x l ab e l ( ’X ’ ) ; y l ab e l ( ’P ’ ) ;
26 t i t l e ( [ ’ sˆ2= ’ , num2str ( s i ( ns ) ˆ2) , ’ , N=’ , num2str (Nt) , ’ , <Xˆ2>= ’ , num2str (

xp2 avg ) , . . .
27 ’ , D=’ , num2str (Di ( ns ) ) , ’ , D { theory}= ’ , num2str ( Di theory ( ns ) ) ] ) ;
28 l egend ( ’ h i s t ’ , ’ normfit , P \propto eˆ{−(x−\mu) ˆ2/\ sigmaˆ2} ’ ) ;
29 l egend ( ’ boxo f f ’ ) ;
30

31 subplot (212) ; p l o t ( s i ( 1 : ns−1) ,Di ( 1 : ns−1) , ’ g−∗ ’ , s i ( 1 : ns−1) , Di theory ( 1 : ns
−1) , ’ r−− ’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;

32 % hold on ; p l o t ( s i ( ns ) ,Di ( ns ) , ’ o ’ , s i ( ns ) , Di theory ( ns ) , ’∗ ’ ) ;



§ 7.3 随机行走（Monte-Carlo模拟） · 181 ·

33 t i t l e ( ’D=s ˆ2/24 ’ ) ; x l ab e l ( ’ s ’ ) ; y l ab e l ( ’D ’ ) ;
34 l egend ( ’Rand Walk ’ , ’ Theory ’ , 2 ) ; l egend ( ’ boxo f f ’ ) ;
35

36 pr in t ( ’−dpng ’ , ’ randwalk1d . png ’ ) ;

7.3.3 二二二维维维随随随机机机游游游走走走演演演示示示

取等步长，游走方向随机且各方向机会均等，二维的模拟结果见图7.5。
代码randwalk2d.m

1 % 2013−03−04 11 :14
2 c l o s e a l l ; c l e a r ; c l c ;
3 nNt=4; i c a s e =1;
4 Nti =[20 ,100 ,100 ,1000 ] ;
5 f i g u r e ; s e t ( gcf , ’ DefaultAxesFontSize ’ ,15) ;
6 f o r iNt=1:nNt
7 Nt=Nti ( iNt ) ; x (1 ) =0; y (1 ) =0;
8 f o r i t =1:Nt
9 i f ( i c a s e==1) % f i x ed step s i z e

10 dr=1;
11 e l s e i f ( i c a s e==2)
12 dr=randn ( ) ; % Guassian step s i z e
13 e l s e
14 dr=tan ( ( rand ( ) −0.5)∗ pi ) ; % Cauthy step s i z e
15 end
16 the=2∗pi ∗ rand ( ) ;
17 dx=dr∗ cos ( the ) ;
18 dy=dr∗ s i n ( the ) ;
19 x ( i t +1)=x( i t )+dx ;
20 y ( i t +1)=y( i t )+dy ;
21 end
22 subplot (2 , 2 , iNt ) ; p l o t (x , y , ’−−∗ ’ , x (1 ) , y (1 ) , ’ ro ’ , x ( end ) , y ( end ) , ’ r s ’ , ’

LineWidth ’ , 2 ) ;
23 xymax=1.1∗max(max( abs (x ) , abs ( y ) ) ) ; ax i s equal ;
24 xlim ([−xymax , xymax ] ) ; yl im ([−xymax , xymax ] ) ;
25 x l ab e l ( ’ x ’ ) ; y l ab e l ( ’ y ’ ) ;
26 t i t l e ( [ ’ \Delta { r}= ’ , num2str ( dr ) , ’ , Nt=’ , num2str (Nt) ] ) ;
27 end
28 pr in t ( ’−dpng ’ , [ ’ randwalk2d icase=’ , num2str ( i c a s e ) , ’ ’ , num2str ( randi

(99 ,1 ) ) , ’ . png ’ ] ) ;

对于一维随机游走，理论上可以证明
∫∞

0
dt，粒子一定回到初始点；而三维回

到初始点的概率为零；二维情况较为复杂，积分值难定，类似于我们下一节要讨
论的一个积分。

7.3.4 Lévy flight

在前面的讨论中，我们注意到中心极限定理存在的条件需要方差存在。如果方
差不存在，中心极限定理将不满足，从而随机变量的和不一定再是正态分布。这
种随机游走通常称为所谓的Lévy flight，尤其指概率分布存在肥尾(fat-tail)时，也
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图 7.5: 二维随机游走演示图，固定步长

即随机变量x在x → ∞处的分布函数f(x) ∼ x−(1+α)，其中α > 0. 典型的例子如柯
西(Cauchy)分布

f(x) =
1

πa

a2

(x− x0)2 + a2
,

标准柯西分布a = 1, x0 = 0。这个分布形式上就是我们在傅里叶谱展宽中遇到
的Lorentz分布(第2章)；在动理学色散关系(第6章)中，我们也常用它作为平衡分布
函数来解析算朗道阻尼。

基于简单的猜测，我们会认为标准柯西分布的均值为E[x] =
∫∞
−∞ xf(x)dx =

0，但实际上比较麻烦，我们考虑积分

E1 = lim
b→∞

∫ b

−b
xf(x)dx (7.10)

和

E2 = lim
b→∞

∫ b

−2b

xf(x)dx (7.11)

我们会发现E1 = 0，而E2 = limb→∞
1
2π

[ln(b2 + 1)− ln(4b2 + 1)] = − ln 2 6= 0，其中
用到不定积分

∫
x

1+x2dx = 1
2
ln(1 + x2) + const..

对于柯西分布的方差，容易得到方差为无穷大

E[x2] ∝
∫ ∞

−∞

x2

1 + x2
dx =

∫ ∞

−∞
dx−

∫ ∞

−∞

1

1 + x2
dx =

∫ ∞

−∞
dx− π =∞. (7.12)
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图 7.6: 二维随机游走演示Lévy flight，柯西步长

我们来演示柯西随机步长时的随机游走，柯西分布随机数由变化法从[0, 1]均匀
随机数x产生，变换形式是y = tan[(x − 0.5)π]，理论见10.3小节。代码依然是前面
的二维等步长的，只是把icase=1换成icase=3，典型的一组结果见图7.6，我们可以
看到粒子聚集在某个地方运动一会儿后会突然跑到很远的地方。而图7.7用的是高
斯分布的随机步长icase=3，它更像实际中的布朗运动，粒子不太会突然跑很远。

Lévy flight在实际中也经常可以看到，比如鲨鱼觅食，可能在一个地方游一段
时间后，突然换个很远的其他地方再觅食。

关于随机理论，在数学上已经有许多研究，如随机微分方程、马尔科夫过程，
一些概念也逐步在等离子体中有些应用，但目前还主要是用于定性的讨论以大致
理解物理图像；定量的讨论，我们依然还是基于那些常用的等离子体流体或动理
学模型。

7.4 蒙蒙蒙特特特卡卡卡洛洛洛法法法更更更多多多应应应用用用

在第3章的最后，我们提及数值求解可以有直接法，但也有剑走偏锋的间接
法，有时间接法更精妙有效。我们前两节也已经看到了蒙特卡洛可以等价于扩散
方程的解，我们也熟悉最早的蒲丰投针问题求π，以及蒙特卡洛求高维积分。我
们这里完全可以提出一个问题：蒙特卡洛方法是否有可能用来求解所有偏微分方
程？也即，是否对各种不同形式的确定性的偏微分方程，都能设计出对应的等价
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图 7.7: 二维随机游走演示布朗运动，高斯步长

的基于随机数概率的蒙特卡洛过程？如果说的更哲学一些，量子力学决定的宇宙
本身就是基于概率的，那么是否借助概率有望解决所有问题，比如解所有偏微分
方程。这个问题事实上在1940s蒙特卡洛方法诞生起，就一直在被追问，并且在持
续取得进展，越来越多的问题可以通过蒙特卡洛方法去解决，这也包括当前非常
热门的人工智能、机器学习。这一节，我们给出两个通过蒙特卡洛法求解偏微分
方程的例子。对于应用纯蒙特卡洛方法模拟等离子体物理问题的初步尝试可以参

考Xie2012。

7.4.1 对对对流流流扩扩扩散散散方方方程程程

许多方程有如下形式

∂f

∂t
+ µ(x, t)

∂f

∂x
− 1

2
σ2(x, t)

∂2f

∂x2
− V (x, t)f + p(x, t) = 0. (7.13)

Feynman-Kac公式告诉我们，以上方程在V, p = 0时等价于随机过程

dX = µ(X, t)dt+ σ(X, t)dWt, (7.14)

其中Wt是Wiener过程(布朗运动)，由高斯正态分布描述。上面的过程也可以推广
到V, p 6= 0以及高维。理论方面可以用随机微分方程（SDE）中著名的伊藤公式证
明。对于V, p = 0，µ = a，σ2/2 = D，上面的方程就是对流扩散方程

∂f

∂t
+ a

∂f

∂x
−D∂

2f

∂x2
= 0. (7.15)
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其基于差分法的确定性解法可以用第3章的常规解法，其基于蒙卡过程的扩散方程
部分可以直接用前面的随机游走解法。这里我们用蒙卡法来完整求解给定初值的

上述问题。对于f(x, 0) = f0(x)，我们以N个采样点ξ
0
1 , ξ

0
2 , · · · , ξ0

N来构造f0(x)，接
下来的每步通过下面步骤更新

ξt+dti = ξti + adt+
√

2Ddtηi, i = 1, 2, · · · , N, (7.16)

其中ηi是均值为零，方差为1的标准正态分布。对于a = 0，我们得到纯扩散过
程；D = 0，纯对流过程。以上方程精确解可以由前面的Green函数得到

f(x, t) =

∫
Gt(x− y)f0(y − at)dy = Gt ∗ f0(x− at), (7.17)

其中

Gt(x− y) =
1

(4πDt)1/2
e−

(x−y)2

4Dt . (7.18)

代码convdiff.m

1 M=200; Nt=100; a=1; D=0.1; N=1e5 ; dt =0.01;
2 x=l i n s p a c e (−5 ,5 ,M) ;
3 dx=x (2)−x (1) ;
4 ue =0.5∗((x>−4)&(x<−2))+((x>−0.5)&(x<0.5) ) ;
5 ue=ue /(dx∗sum( ue ) ) ;
6 x i=−4+2∗rand (1 ,N/2) ;
7 x i (N/2+1:N)=−0.5+rand (1 ,N−N/2) ;
8

9 m=1/(N∗dx ) ;
10 u=m∗ h i s t ( xi , x ) ;
11

12 lambda2=D∗dt /(dx ) ˆ2 ;
13 lambda1=a∗dt /(2∗dx ) ;
14

15 subplot (121) ; p l o t (x , u , ’ r : o ’ , x , ue , ’− ’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
16 t i t l e ( [ ’ a=’ , num2str ( a ) , ’ , D=’ , num2str (D) , ’ , dt=’ , num2str ( dt ) ] ) ;
17 t ex t (−4 ,0.4 , ’ t=0 ’ , ’ FontSize ’ ,15) ;
18 ax i s ([−5 5 0 0 . 6 ] ) ; x l ab e l ( ’ x ’ ) ; y l ab e l ( ’ f ’ ) ;
19

20 f o r t =1:Nt
21 ue ( 2 :M−1)= lambda1 ∗( ue ( 1 :M−2)−ue ( 3 :M) )+(1−2∗lambda2 ) ∗ue ( 2 :M−1)+

lambda2 ∗( ue ( 1 :M−2)+ue ( 3 :M) ) ;
22 x i=x i+a∗dt+sq r t (2∗D∗dt ) ∗ randn (1 ,N) ;
23 u=m∗ h i s t ( xi , x ) ;
24 subplot (122) ; p l o t (x , u , ’ r : o ’ , x , ue , ’− ’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
25 t i t l e ( [ ’N=’ , num2str (N) , ’ , M=’ , num2str (M) ] ) ;
26 t ex t ( −4 ,0 .4 , [ ’ t= ’ , num2str ( dt∗ t ) ] , ’ FontSize ’ ,15) ;
27 ax i s ([−5 5 0 0 . 6 ] ) ; x l ab e l ( ’ x ’ ) ; y l ab e l ( ’ f ’ ) ;
28 l egend ( ’MC’ , ’ exact ’ ) ; l egend ( ’ boxo f f ’ ) ;
29 drawnow ;
30 pause ( . 0 1 ) ;
31 % e1 ( t )=sum( ( ue−u) . ˆ 2 ) ;
32 end
33 % f i g u r e ;
34 % semi logy ( ( 1 : Nt) ∗dt , e1 ) ;
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图 7.8: 蒙特卡洛法解一维输运扩散方程
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图 7.9: 蒙特卡洛法解二维泊松方程

典型结果如图7.8，可以看到蒙卡的解与精确解吻合非常好。除了蒙卡法外，上述
代码中另外较有趣的是基于格林函数构造精确解的部分。

7.4.2 泊泊泊松松松方方方程程程

我们在第3章讨论过泊松方程的求解，在第8章中我们将继续碰到泊松方程。这
里我们再来看蒙卡法如何求解泊松方程

∇2φ(x) = −ρ(x), x ∈ D. (7.19)

如果ρ = 0，我们得到Laplace方程。蒙卡过程解泊松方程较好的介绍可以参
考Delaurentis1990，其中的方法也可用拓展的Feynman-Kac公式。对于固定边
界φ(x) = f(x), x ∈ ∂D，借助SDE的语言，标准的的方法求解位置x0处的φ值
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的公式是

φ(x0) =
1

2
E
[ ∫ τ∂D

0

ρ(Wt)dt
]

+ E[f(Wτ∂D
)], (7.20)

其中τ∂D = inf{t : Wt ∈ ∂D}是第一次通过的时间(first-passage time)，Wt ∈ ∂D 是
第一次通过的位于边界的位置(first-passage location)，E是取平均。假定ρ = 4，
边界V = x2 + y2，二维泊松方程解为φ = x2 + y2。以上抽象的过程用代码实现如

下poisson 2d.m

1 N=1e4 ; t o l=1e−3;
2 Xlow=0; Xup=1;
3 Ylow=0; Yup=2;
4 [ xx , yy]=meshgrid (Xlow : 0 . 1 ∗ (Xup−Xlow) :Xup , Ylow : 0 . 1 ∗ (Yup−Ylow) :Yup) ;
5 [ nrow , nco l ]= s i z e ( xx ) ;
6 f o r irow=1:nrow
7 f o r i c o l =1: nco l
8 x s t a r t=xx ( irow , i c o l ) ; y s t a r t=yy ( irow , i c o l ) ;
9 sum u=ze ro s (1 ,N) ;

10 Vb=ze ro s (1 ,N) ;
11 uxy=0;
12 % fo r each o f the N walks
13 f o r i =1:N
14 x=xs t a r t ; % s t a r t at the same point
15 y=ys t a r t ;
16 rad=mindist (x , y , Xlow ,Xup , Ylow ,Yup) ;
17 % each walk cont inues t i l l u get a min d i s t anc e c l o s e to a

boundary
18 whi le ( rad>=to l )
19 theta=rand ∗2∗ pi ;
20 x=x+rad∗ cos ( theta ) ;
21 y=y+rad∗ s i n ( theta ) ;
22 % plo t (x , y , ’∗ − ’ ) ; hold on ; x l ab e l ( ’ x ’ ) ; y l ab e l ( ’ y ’ ) ;
23 % record g (x , y ) ∗ r ∗ r
24 % sum u ( i )=sum u ( i )+(2∗ pi ˆ2∗ s i n ( p i ∗x ) ∗ s i n ( p i ∗y ) ∗ rad

∗ rad ) ;
25 % sum u ( i )=sum u ( i ) +(2∗((1−6∗xˆ2) ∗yˆ2∗(1−yˆ2)+(1−6∗yˆ2)

∗xˆ2∗(1−xˆ2) ) ∗ rad∗ rad ) ;
26 sum u ( i )=sum u ( i )+(−4∗rad∗ rad ) ;
27 rad=mindist (x , y , Xlow ,Xup , Ylow ,Yup) ;
28 end
29 % determine which boundary i s reached i f ≠Vb0
30 bnd= [ x−Xlow , Xup−x , y−Ylow , Yup−y ] ;
31 [ bd , j ]=min (bnd) ;
32 % Vb(1 , i )=( j==1)∗ (0)+( j==2)∗ (0)+( j==3)∗ (0)+( j==4)∗ (0) ;
33 % Vb(1 , i ) =0;
34 Vb( i )=xˆ2+y ˆ2 ;
35 end
36 f o r i =1:N
37 uxy=uxy+(Vb( i )+sum u ( i ) /4) ;
38 end
39 uxy=uxy/N;
40 uu( irow , i c o l )=uxy ;
41 end
42 end
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43 f i g u r e ; s e t ( gcf , ’ DefaultAxesFontSize ’ ,15) ;
44 % uue=s in ( p i .∗ xx ) .∗ s i n ( p i .∗ yy ) ;
45 % uue=−(xx.ˆ2−xx . ˆ 4 ) . ∗ ( yy.ˆ2−yy . ˆ 4 ) ;
46 uue=xx.ˆ2+yy . ˆ 2 ;
47 % minue=min (min ( uue ) ) ; maxue=max(max( uue ) ) ;
48 subplot (121) ; s u r f ( xx , yy , uu) ;
49 t i t l e ( ’MC \phi {(x , y )}=xˆ2+yˆ2 ’ ) ; x l ab e l ( ’ x ’ ) ; y l ab e l ( ’ y ’ ) ;
50 % zl im ( [ 1 . 1 ∗minue−0.1∗maxue ,−0.1∗minue+1.1∗maxue ] ) ;
51 subplot (122) ;
52 % su r f ( xx , yy , uue ) ; t i t l e ( ’ exact ’ ) ; x l ab e l ( ’ x ’ ) ; y l ab e l ( ’ y ’ ) ;
53 % zl im ( [ 1 . 1 ∗minue−0.1∗maxue ,−0.2∗minue+1.1∗maxue ] ) ;
54 % f i g u r e ;
55 midx=f l o o r ( nrow/2) ;
56 p lo t ( xx (midx , : ) , uu (midx , : ) , ’ ro ’ , xx (midx , : ) , uue (midx , : ) , ’ : ’ , ’ LineWidth ’

, 2 ) ;
57 x l ab e l ( ’ x ’ ) ; y l ab e l ( [ ’ \phi (x , ’ , num2str ( yy (midx , 1 ) ) , ’ ) ’ ] ) ;
58 t i t l e ( [ ’N=’ , num2str (N) , ’ f o r per po int ’ ] ) ;
59 l egend ( ’MC’ , ’ exact ’ ) ; l egend ( ’ boxo f f ’ ) ;

其中mindist.m函数

1 % Find the minimum d i s t anc e from any boundary
2 f unc t i on r=mindist (x , y , x low , x up , y low , y up )
3 ymin=min ( ( y up−y ) , ( y−y low ) ) ;
4 xmin=min ( ( x up−x ) , ( x−x low ) ) ;
5 r=min (xmin , ymin ) ;
6 end

结果如图7.9，我们可以看到蒙卡解与解析解完全吻合。
蒙卡有更广泛的应用，本书无法涉及太多，本节希望给读者提供另一个看问题

的角度，可能在发展新的算法方面会有所启发。

习习习题题题

1. 数值求解Freidberg2007 chap14的简化流体输运模型

∂n

∂t
=

1

r

∂

∂r

[
rDn

(∂n
∂r

+
n

T

∂T

∂r
+

2η‖
βpη⊥

n

rBθ

∂(rBθ)

∂r

)]
(7.21)

3n
∂T

∂t
=

1

r

∂

∂r

(
rnχ

∂T

∂r

)
+ S, (7.22)

∂(rBθ)

∂t
= r

∂

∂r

(DB

r

∂(rBθ)

∂r

)
, (7.23)

其中，βp = 4µ0nT?B2
θ ∼ 1；磁场扩散系数DB = η‖/µ0及离子扩散系数Dn =

2nTη⊥/B
2
0。磁场形式为B = Bθeθ +Bzez，压强p = 2nT .



第第第 8章章章 动动动理理理学学学模模模拟拟拟

“An expert is a man who has made all the mistakes, which can be made, in a very
narrow field.”

- Bohr (1885 - 1962)

动理学模拟几十年的发展便是这样不断试错的过程，也成就了许多专家。

“动理学（kinetic1）”这个词是指“与运动相关的（pertaining to motion）”，
目前是处理“非平衡态统计”主要框架。与流体处理不同在于，那里自变量只有
位置r和时间t，而这里还需加上速度空间v。前者可看作是后者取速度空间积分平
均后的结果。这里的速度是自变量，与位置r相互独立；流体中的速度u是流体元
的整体速度，与位置r相关。

动理学模拟在于体现出速度作为自变量的影响。最自然的想法是直接解动理

学的偏微分方程，比如无碰的Vlasov方程。但是Vlasov方程的直接求解是相当耗
时的，尤其考虑多于一维且需要模拟精细结构时，离散网格将非常大，而且还不
见得管用，即使是现今每秒上千万亿次浮点运算的大集群，除了少数的快速小尺
度问题外，也很难真正模拟一个七维的Vlasov系统。另一种是回归物理过程的本
原，直接模拟系统中（带电）粒子的粒子模拟方法。鉴于particle-in-cell（PIC）的
发展且实用性得到广泛检验，等离子体物理中PIC基本成了“粒子模拟”的代名
词。

Vlasov解法，是Euler流体的观点，站在岸边看水流如何变化；PIC，是Lagrange流
体的观点，跟着流体一起跑，看周围如何变化。本章主要介绍这两种算法，及其
各种变体。我们在第6章处理了动理学波与不稳定性相关的色散关系，以及用半谱
法作了线性的初值模拟，那里用的主要是Euler形式的方程。这一章我们来讨论更
完整的动理学模拟。

8.1 粒粒粒子子子模模模拟拟拟（（（PIC）））

PIC（particle-in-cell），直译为“栅格中的粒子”，起源于1950s晚期。为了解
决近程相互作用及噪声等问题，引入了“粒子云”的概念。实践表明有效，初期
用几千个粒子便已经能模拟出较好的结果；再经过后续不断发展，就成了等离子
体物理中最知名的算法。

1kinetic，早期翻译成“动力学”，但会与dynamic混淆，现统译为“动理学”。新一辈均已接
受该词，但部分空间或天文物理的人习惯旧词，因此还会有一些混译的情况，读者注意区分。

189
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Fj ! vj ! xj

Eg Ã ½g xj ! ½g

Eg ! Fj vj ! v
0

j

图 8.1: 静电PIC模拟的大致流程.

8.1.1 最最最短短短的的的PIC代代代码码码

如前，本书依然无意于详介绍PIC的各种细节，而采取实用的处理办法。首先
给出一个尽可能短的PIC代码，让读者直接就能上手。在实践的过程中慢慢理解细
节。详论粒子模拟相关问题的的文献有[Birdsall1991]、[Dawson1983]、[Hockney1988]等，
及中文的[邵福球2002]。空间等离子体可参考[Büchner2003]，激光物理可参考[Wu2011]2。
一些代码也能在网上找到，如ES1D3、KEMPO4、pic1d.f905；PSTG6则提供了更

多更复杂的版本，如XOOPIC，可用于低温及激光方面的一些模拟。Fitzpatrick7提

供有一个易于入门的介绍。

要做到尽可能短，那么应该考虑最简单的系统，也即一维静电模拟（对应
于Vlasov-Poisson系统）；再就是用尽可能便捷的编程语言。这里选用的依然
是Matlab。如果用C、C++、Fortran等，同样的代码通常会数倍会数十倍长，
尽管在运行效率上可能能占优。图8.1是典型PIC模拟的大致流程，求解粒子（等
离子体）的运动方程和（电磁）场的演化方程，以及两者间（通过求积分和插
值）的耦合。
归一化方程，拉格朗日方法(Lagrangian approach)

dtxi = vi, (8.1a)

dtvi = −E(xi), (8.1b)

dxE(xj) = 1− n(xj), (8.1c)

其中i = 1, 2, · · · , Np 是粒子(particle或marker)标志，j = 0, 1, · · · , Ng − 1是网格标
志. 粒子的位置i可以是任何值，但场只能在离散的网格上xj = j∆x，其中∆x =
L/Ng。上面的方程在区间0 < x < L [注意：

∫
n(x)dx = L]中求解，并考虑周期性

边界条件n(0) = n(L)和
〈
E(x)

〉
x

= 0. 任何从求解区域右边界跑出去的粒子将重新

2[Wu2011] Wu, H.-C., JPIC & How to make a PIC code, arXiv, 2011, http://arxiv.org/abs/
1104.3163.

3http://www.crcpress.com/product/isbn/9780750310253
4http://www.rish.kyoto-u.ac.jp/isss7/KEMPO/
5http://phoenix.ps.uci.edu/zlin/pic1d/
6http://ptsg.egr.msu.edu/
7[Fitzpatrick2006] Fitzpatrick, R., Computational Physics: An introductory course, The Uni-

versity of Texas at Austin, 2006, Chapter8, Particle-in-Cell Codes, http://farside.ph.utexas.
edu/teaching/329/lectures/node96.html

http://arxiv.org/abs/1104.3163
http://arxiv.org/abs/1104.3163
http://www.crcpress.com/product/isbn/9780750310253
http://www.rish.kyoto-u.ac.jp/isss7/KEMPO/
http://phoenix.ps.uci.edu/zlin/pic1d/
http://ptsg.egr.msu.edu/
http://farside.ph.utexas.edu/teaching/329/lectures/node96.html
http://farside.ph.utexas.edu/teaching/329/lectures/node96.html
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让它保持原来的速度从左边界跑进来，对从左边界跑出去的粒子类似处理。初始

的分布函数[比如，f0 = 1√
2π
e−

v2

2 ]是由代表Np个粒子的随机数形成的。

PIC两个最主要的步骤是：1. 网格上的场E(xj)如何分配到粒子位置的场E(xi)；2.
粒子位置处的密度n(xi)如何分配到网格n(xj)上. 这也是所谓particle-in-cell（栅格
中的粒子）名称来源。假设第i个电子处在第j和(j + 1)个网格之间，即，xj < xi ≤
xj+1. 通常，上面两个关键步骤都可用下面的线性插值处理

nj = nj +
xj+1 − xi
xj+1 − xj

1

Np

, (8.2a)

nj+1 = nj+1 +
xi − xj
xj+1 − xj

1

Np

. (8.2b)

其中1/Np来自密度的归一化。上面的过程对每个粒子都算一遍，把密度信息分配
到临近的网格上. 对于场E(xj)也是用类似的插值分配到网格内的粒子上E(xi).
以上的插值，也可以用最邻近网格的分配法或者用更高阶的插值（比如考

虑j ± 2格点的插值）。不过实测中发现最邻近的网格插值效果不佳，而高阶的插
值繁琐并且也不见得好。因此用的最广的分配方式是上面的介绍的那种。

8.1.2 朗朗朗道道道阻阻阻尼尼尼

我们首先来模拟朗道阻尼8，代码pices1d.m9

1 c l o s e a l l ; c l e a r a l l ; c l c ;
2 data = [ 0 . 1 1 .0152 −4.75613E−15
3 0 .2 1 .06398 −5.51074E−05
4 0 .3 1 .15985 −0.0126204
5 0 .4 1 .28506 −0.066128
6 0 .5 1 .41566 −0.153359
7 0 .6 1 .54571 −0.26411
8 0 .7 1 .67387 −0.392401
9 0 .8 1 .7999 −0.534552

10 0 .9 1 .92387 −0.688109
11 1 .0 2 .0459 −0.85133
12 1 .5 2 .63233 −1.77571
13 2 3.18914 −2 .8272 ] ;
14 id =7;
15 k=data ( id , 1 ) ;
16 wr=data ( id , 2 ) ; wi=data ( id , 3 ) ;
17

18 % parameters
19 L=2∗pi /k ; dt =.01; nt=1000; ntout =100; ng=32; np=50000;
20 vb=1.0; xp1=5.0e−1; vp1=0.0;
21 vt=1; % note : the norma l i za t i on sq r t (2 ) w i l l be found in randn ( )
22 wp=1; qm=−1;
23 q=wpˆ2/(qm∗np/L) ; rho back=−q∗np/L ; dx=L/ng ;
24

25 % i n i t i a l l oad ing f o r the 2 Stream i n s t a b i l i t y

8本 章 及 第6章 中 关 于 朗 道 阻 尼 相 关 内 容 的 简 版 介 绍 见http://hsxie.me/codes/
landaudamping/，其中同时提供了不同算法的计算代码。

9代码有部分参考G. Lapenta的Particle In Cell Method: A brief description of the PIC Method。

http://hsxie.me/codes/landaudamping/
http://hsxie.me/codes/landaudamping/
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26 xp=l i n s p a c e (0 ,L , np) ’ ;
27 % vp=vt∗ randn (np , 1 ) +(1−2∗mod ( [ 1 : np ] ’ , 2 ) ) .∗ vb ;
28 vp=vt∗ randn (np , 1 ) ; % randn i s {exp [−(x−mu) ˆ2/(2∗ sgmˆ2) ] } / [ sgm∗ s q r t (2∗ pi

) ]
29

30 % Perturbat ion
31 vp=vp+vp1∗ cos ( k∗xp ) ;
32 xp=xp+xp1∗ cos ( k∗xp ) ;
33 p=1:np ; p=[p p ] ;
34

35 % Main computat ional c y c l e
36 f o r i t =1: nt
37 % apply p e r i o d i c bc on the p a r t i c l e p o s i t i o n s
38 xp=xp . /L+10.0 ; xp=L . ∗ ( xp−f l o o r ( xp ) ) ;
39

40 % diagnos ing
41 i f (mod( i t , ntout )==0)
42 p lo t (xp , vp , ’b . ’ , ’ Markers ize ’ , 2 ) ;
43 ax i s ( [ 0 , L,−3∗( abs ( vt )+abs ( vb ) ) ,3∗ ( abs ( vt )+abs ( vb ) ) ] ) ;
44 t i t l e ( [ ’ Phase space p l o t t i ng , vp−x , t=’ , num2str ( i t ∗dt ) ] ) ;
45 x l ab e l ( ’ xp ’ ) ; y l ab e l ( ’ vp ’ ) ; pause ( 0 . 2 ) ;
46 % pr in t ( gcf , ’−dpng ’ , [ ’ vp−x , t = ’ , num2str ( i t ∗dt ) , ’ . png ’ ] ) ;
47 end
48

49 % update xp
50 xp=xp+vp∗dt ;
51

52 % pro j e c t i o n p−>g
53 g1=f l o o r ( xp/dx− .5)+1;g=[g1 ; g1 +1] ;
54 f r a z 1=1−abs ( xp/dx−g1+.5) ;
55 f r a z =[ f r a z 1 ;1− f r a z 1 ] ;
56

57 % apply bc on the p r o j e c t i o n
58 out=(g<1) ; g ( out )=g ( out )+ng ;
59 out=(g>ng ) ; g ( out )=g ( out )−ng ;
60 mat=spar s e (p , g , f raz , np , ng ) ;
61 rho=f u l l ( ( q/dx ) ∗sum(mat) ) ’+ rho back ;
62

63 % computing f i e l d s , dE/dx
64 Eg=ze ro s (ng , 1 ) ;
65 f o r j =1:ng−1
66 Eg( j +1)=Eg( j )+(rho ( j )+rho ( j +1) ) ∗dx /2 ;
67 end
68 Eg(1)=Eg(ng )+rho ( ng ) ∗dx ;
69 Eg=Eg−mean(Eg) ;
70

71 % pro j e c t i o n q−>p and update o f vp
72 vp=vp+mat∗qm∗Eg∗dt ;
73

74 EEk( i t ) =0.5∗ abs (q ) ∗sum(vp . ˆ 2 ) ; % k i n e t i c energy
75 EEf ( i t ) =0.5∗sum(Eg . ˆ 2 ) ∗dx ; % po t en t i a l energy
76 t ( i t )=i t ∗dt ;
77 end
78
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图 8.2: 粒子模拟朗道阻尼.

79 %%
80 h = f i g u r e ( ’ Unit ’ , ’ Normalized ’ , ’ p o s i t i o n ’ , . . .
81 [ 0 . 0 2 0 .4 0 .6 0 . 3 ] , ’ DefaultAxesFontSize ’ ,15) ;
82 subplot (121) ; p l o t ( t ,EEk , t , EEf , t ,EEk+EEf , ’ r : ’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
83 t i t l e ( [ ’ ( a ) k=’ , num2str ( k ) , ’ , \omega { theory}= ’ , . . .
84 num2str (wr+1 i ∗wi ) ] , ’ f o n t s i z e ’ ,15) ;
85 x l ab e l ( ’ t ’ ) ; y l ab e l ( ’ Energy ’ ) ; l egend ( ’ E k ’ , ’ E e ’ , ’ E { to t } ’ , 4 ) ;
86 l egend ( ’ boxo f f ’ ) ;
87

88 subplot (122) ;
89

90 % Find the corre spond ing indexes o f the extreme max va lue s
91 lndE=log ( sq r t ( r e a l ( ( EEf ( 1 : nt ) ) ) ) ) ; % EEf=Eˆ2=[ exp (gam∗ t ) ]ˆ2=exp (2∗gam∗ t

)
92 i t 0=f l o o r ( nt ∗1/20) ; i t 1=f l o o r ( nt ∗17/20) ;
93 yy=lndE ( i t 0 : i t 1 ) ;
94 extrMaxIndex = f i nd ( d i f f ( s i gn ( d i f f ( yy ) ) )==−2)+1;
95 t1=t ( i t 0+extrMaxIndex (1 ) ) ; t2=t ( i t 0+extrMaxIndex ( end ) ) ;
96 y1=yy ( extrMaxIndex (1 ) ) ; y2=yy ( extrMaxIndex ( end ) ) ;
97 p lo t ( t , lndE , [ t1 , t2 ] , [ y1 , y2 ] , ’ r∗−− ’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
98 omega=pi / ( ( t2−t1 ) /( l ength ( extrMaxIndex )−1) ) ;
99 gammas=( r e a l ( y2 )−r e a l ( y1 ) ) /( t2−t1 ) ;

100 t i t l e ( [ ’ (b ) \omegaˆS=’ , num2str ( omega ) , ’ , \gammaˆS=’ , num2str (gammas) ] ) ;
101 ax i s t i g h t ;

结果见图Fig. 8.2. 可见能量守恒性基本保持，实频和增长率与朗道阻尼理论值
大致相同。这里的误差来自噪声，这也是PIC最主要的一个问题，通常需要用很
大的粒子数Np来克服，而噪声正比于1/

√
Np

10，也即粒子数增加100倍，噪声只下
降10倍.

8.1.3 双双双流流流不不不稳稳稳定定定性性性

上面的代码，简单的修改初始分布函数的部分就可以用来模拟其他算例，比如

10这需要从蒙特卡洛的角度来论证，可参见[Aydemir1994]。
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图 8.3: 粒子模拟双流不稳定性，相空间图(后附彩图).

束流或双流不稳定性。

改用前述代码中注释掉的初始速度vp，模拟双流不稳定性结果如图8.3和8.4. 线
性和非线性饱和显示的很清晰。(习题：用第6章的方法求解对应的色散关系，与
模拟结果对比。看最不稳定的模的增长率是否与理论一致，以及为什么。)

8.1.4 含含含碰碰碰撞撞撞情情情况况况

碰撞过程，在粒子模拟中，一般就是蒙特卡罗过程。简单的情况可参考[Shanny1967]。
洛仑兹算符(Spitzer Formula)小角散射：P (θ)dθ = (θdθ/(〈θ2〉∆t)) exp[−θ2/(2〈θ2〉∆t)]，
这里〈θ2〉 = (3ωp/2Λ) = 2νei，Λ为库仑对数，νei为电子离子碰撞频率。R1 =

α(θ) =
∫ θ

0
P (θ′)dθ′，θ = α−1(R1) = [−2νei∆t ln(1−R1)]

1/2，φ = 2πR2，这里R1和R2为(0, 1)间
随机数，从而我们得到每次碰撞导致的速度改变

v′x = vx[1− θ2]1/2 − v⊥θ sinφ, (8.3)

v′⊥ = [v2
x + v2

⊥ − v
′2
x ]1/2. (8.4)

示例代码如下

1 % c o l l i s i o n
2 c=nu∗DT;
3 vperp=sq r t (max( eps ,mu) ) ;
4 v t o t a l=sq r t ( vp .∗ vp+vperp .∗ vperp ) ;
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图 8.4: 粒子模拟双流不稳定性，时间演化图.

5 p i t ch=vp . / v t o t a l ;
6 p i t ch=max(−1.0 ,min ( 1 . 0 , p i t ch .∗(1.0− c )+(rand (N, 1 ) −0.5) .∗ s q r t (12 . 0∗ c

.∗(1 .0− p i t ch .∗ p i t ch ) ) ) ) ; % new pi t ch ang le
7 vp=vto t a l .∗ p i t ch ;
8 mu=max( eps , vperp .∗ vperp ) ;

可以加到前面无碰撞的静电PIC代码中。

8.1.5 1D3V，，，伯伯伯恩恩恩斯斯斯坦坦坦模模模

在前面的模拟中，只包含平行速度因而只能处理平行动理学，也即只能算k⊥ =
0的波动。事实上，空间一维的PIC同样能模拟k⊥ 6= 0的波动，比如伯恩斯坦波，
只需要速度空间用三维，这就是我们所谓的1D3V模拟。这里假定粒子运动限定在
空间坐标x上，均匀磁场与x的夹角为θ，即B = B0(cos θx̂ + sin θŷ). 这样粒子的运
动方程变为dv/dt = (q/m)(E + v ×B)，我们需要计算速度的三个分量的演化投影
到x上以计算粒子位置x的变化。这种方式相当于固定了波矢k的方向，使得其与磁
场的夹角为θ。
我们以电子伯恩斯坦波为例，它是垂直的波动θ = π/2，k = k⊥，参考代

码pices1d3v fix k.m如下11

1 c l o s e a l l ; c l e a r a l l ; c l c ;
2

3 kwc=2.5; % k∗ rho c
4

5 wp=1; qm=−1; wc=1/2.5; theta = pi /2 ; B0=wc/qm; Bx0=B0∗ cos ( theta ) ;
6 By0=B0∗ s i n ( theta ) ;
7

8 k=kwc∗wc ; % k∗ lambda D
9

10 % parameters
11 L=2∗pi /k ; dt =.05; nt=20000; ntout=nt /2 ; ng=32; np=10000; vb=1.0;
12 xp1=5.0e−1; vp1=0.0;
13 vt=1; % note : the norma l i za t i on sq r t (2 ) w i l l be found in randn ( )

11实际上可以看到，这里的代码只用到1D2V.
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14 q=wpˆ2/(qm∗np/L) ; rho back=−q∗np/L ; dx=L/ng ;
15

16 % i n i t i a l l oad ing f o r the 2 Stream i n s t a b i l i t y
17 xp=l i n s p a c e (0 ,L , np) ’ ;
18 % vp=vt∗ randn (np , 1 ) +(1−2∗mod ( [ 1 : np ] ’ , 2 ) ) .∗ vb ;
19 vpx=vt∗ randn (np , 1 ) ; % randn i s {exp [−(x−mu) ˆ2/(2∗ sgmˆ2) ] } / [ sgm∗ s q r t (2∗

pi ) ]
20 vpy=vt∗ randn (np , 1 ) ; vpz=vt∗ randn (np , 1 ) ;
21

22 % Perturbat ion
23 % vpx=vpx+vp1∗ cos ( k∗xp ) ;
24 xp=xp+xp1∗ cos ( k∗xp ) ; p=1:np ; p=[p p ] ;
25

26 % Main computat ional c y c l e
27 h = f i g u r e ( ’ Unit ’ , ’ Normalized ’ , ’ p o s i t i o n ’ , . . .
28 [ 0 . 0 2 0 .3 0 .6 0 . 6 ] , ’ DefaultAxesFontSize ’ ,15) ;
29 f o r i t =1: nt
30 % apply p e r i o d i c bc on the p a r t i c l e p o s i t i o n s
31 xp=xp . /L+10.0 ; xp=L . ∗ ( xp−f l o o r ( xp ) ) ;
32

33 % diagnos ing
34 i f (mod( i t , ntout )==0)
35 subplot (221) ; p l o t (xp , vpx , ’b . ’ , ’ Markers ize ’ , 2 ) ;
36 ax i s ( [ 0 , L,−3∗( abs ( vt )+abs ( vb ) ) ,3∗ ( abs ( vt )+abs ( vb ) ) ] ) ;
37 t i t l e ( [ ’ ( a ) phase space , t=’ , num2str ( i t ∗dt ) , ’ , np ’ , num2str (np)

] ) ;
38 x l ab e l ( ’ xp ’ ) ; y l ab e l ( ’ vpx ’ ) ; pause ( 0 . 2 ) ;
39 % pr in t ( gcf , ’−dpng ’ , [ ’ vpx−x , t = ’ , num2str ( i t ∗dt ) , ’ . png ’ ] ) ;
40 end
41

42 % update xp
43 xp=xp+vpx∗dt ;
44

45 % pro j e c t i o n p−>g
46 g1=f l o o r ( xp/dx− .5)+1;g=[g1 ; g1 +1] ;
47 f r a z 1=1−abs ( xp/dx−g1+.5) ;
48 f r a z =[ f r a z 1 ;1− f r a z 1 ] ;
49

50 % apply bc on the p r o j e c t i o n
51 out=(g<1) ; g ( out )=g ( out )+ng ;
52 out=(g>ng ) ; g ( out )=g ( out )−ng ;
53 mat=spar s e (p , g , f raz , np , ng ) ;
54 rho=f u l l ( ( q/dx ) ∗sum(mat) ) ’+ rho back ;
55

56 % computing f i e l d s , dE/dx
57 Eg=ze ro s (ng , 1 ) ;
58 f o r j =1:ng−1
59 Eg( j +1)=Eg( j )+(rho ( j )+rho ( j +1) ) ∗dx /2 ;
60 end
61 Eg(1)=Eg(ng )+rho ( ng ) ∗dx ;
62 Eg=Eg−mean(Eg) ;
63

64 % pro j e c t i o n q−>p and update o f vp
65 vpx=vpx+qm∗(mat∗Eg+vpy∗0−vpz∗By0) ∗dt ;
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图 8.5: 1D3V粒子模拟电子伯恩斯坦模

66 vpy=vpy+qm∗( vpz∗Bx0−vpx∗0) ∗dt ;
67 vpz=vpz+qm∗( vpx∗By0−vpy∗Bx0) ∗dt ;
68

69 EEk( i t ) =0.5∗ abs (q ) ∗sum(vpx.ˆ2+vpy.ˆ2+vpz . ˆ 2 ) ; % k i n e t i c energy
70 EEf ( i t ) =0.5∗sum(Eg . ˆ 2 ) ∗dx ; % po t en t i a l energy
71 Et ( i t )=Eg( f l o o r ( ng /2) ) ;
72 t ( i t )=i t ∗dt ;
73 end %%
74 subplot (222) ; p l o t ( t ,EEk , t , EEf , t ,EEk+EEf , ’ r : ’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
75 t i t l e ( [ ’ (b ) \omega c/\omega p=’ , num2str (wc) , ’ , nt=’ , num2str ( nt ) ] ) ;
76 x l ab e l ( ’ t ’ ) ; y l ab e l ( ’ Energy ’ ) ; l egend ( ’ E k ’ , ’ E e ’ , ’ E { to t } ’ , 4 ) ;
77 l egend ( ’ boxo f f ’ ) ;
78

79 nt=length ( t ) ; y=Et ; y f=f f t ( y ) ; t f =1/dt .∗ l i n s p a c e (0 , 1 , nt ) ;
80 t f=t f /wc∗2∗ pi ; %
81 subplot (223) ; p l o t ( t , y , ’ LineWidth ’ , 2 ) ; t i t l e ( [ ’ ( c ) Et ( ng /2) ’ , ’ ,
82 dt=’ , num2str ( dt ) ] ) ; x l ab e l ( ’ t \omega pˆ{−1} ’ ) ; subplot (224) ;
83 p lo t ( t f , abs ( y f ) , ’ LineWidth ’ , 2 ) ; f o r jp =1:10
84 hold on ; p l o t ( [ jp , jp ] , [ 0 ,max( abs ( y f ) ) ] , ’ g−− ’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
85 end x l ab e l ( ’ \omega/\omega c ’ ) ; t i t l e ( [ ’ (d ) sp e c t r a l ,
86 k\ rho c=’ , num2str (kwc) , . . .
87 ’ , \Delta \omega=’ , num2str ( t f (2 )−t f (1 ) ) ] ) ;
88 % xlim ( [ 0 , t f ( f l o o r ( nt /5) ) ] ) ;
89 xlim ( [ 0 , 1 0 ] ) ;
90

91 pr in t ( gcf , ’−dpng ’ , [ ’ p ices1d3v np ’ , num2str (np) , ’ wc ’ , num2str (wc) , . . .
92 ’ k ’ , num2str (kwc) , ’ dt ’ , num2str ( dt ) , ’ nt ’ , num2str ( nt ) , ’ . png ’ ] ) ;

读者可以对比与前面1D1V代码作了哪些修改。典型的计算结果如图8.5，可以
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看到傅里叶谱图中在每个回旋频率附近确实有不同的峰，它们对应于不同阶回旋
的伯恩斯坦模。在第6章中，与PDRK的静电模拟对比的粒子模拟谱图就是用上面
这个代码计算的。

8.1.6 其其其他他他

以上代码简单修改，可以模拟其他问题，比如可以加上多种粒子（电子+离
子），模拟多个尺度共存；或者用绝热电子，把场方程改用准中性条件（见
第6章），可以去掉朗缪尔波只模拟离子声波。

8.2 Vlasov模模模拟拟拟

Vlasov模拟是所谓的欧拉解法（Euler approach），这里用最简单的中心差分来
求解。

Vlasov方程
∂tf(x, v, t) = −v∂xf − ∂xφ∂vf, (8.5)

离散
fn+1
i,j − fni,j

∆t
= −vj

fni+1,j − fni−1,j

2∆x
−
φni+1,j − φni−1,j

2∆x

fni,j+1 − fni,j−1

2∆v
, (8.6)

得到

fn+1
i,j = fni,j − vj

fni+1,j − fni−1,j

2

∆t

∆x
−
φni+1,j − φni−1,j

2∆x

fni,j+1 − fni,j−1

2

∆t

∆v
. (8.7)

泊松方程

∂2
xφ =

∫
fdv − 1. (8.8)

离散
φi+1 − 2φi + φi−1

∆x2
=
∑
j

fi,j∆v − 1 ≡ ρi, (8.9)

即， 
−2 1 0 · · 0 1
1 −2 1 · · · 0
0 1 −2 1 · · ·
· · · · · · ·
1 0 · · · 1 2



φ1

φ2

·
·
φN

 =


ρ1

ρ2

·
·
ρN

∆x2, (8.10)

其中用了周期性边界条件φ(0) = φ(L)，即，φ1 = φN+1 和φ0 = φN . 我们注意到上
述泊松方程左边的矩阵的行列式是为零的，因而求得的φj还有未定值，所有φj都
可以同时扣除这个未定值，也即φ本身的大小没有参考价值，有参考价值的是其相
对值。

以上是把Vlasov-Poisson系统当作一般的耦合偏微分方程组看待，因而用普适
的偏微分方程解法就可解决。但，这种普适的方法通常会在实用上遇到一些障
碍，比如计算效率、守恒性（能量、动量、粒子数，等）、长时间计算的稳定性
和精确性等。

关于Vlasov模拟，到目前最知名和引用最多的文章是[Cheng1976]。
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图 8.6: Vlasov连续性模拟，时间演化图.

8.2.1 朗朗朗道道道阻阻阻尼尼尼

以上的中心差分格式，足够精确的模拟出线性朗道阻尼，如图8.6和8.7。

8.2.2 其其其他他他

以上代码同样可以用来模拟束流不稳定性等等各种其他问题。有名的Berk-
Breizman非线性AE模型[Berk1990]，可以通过对上述方程简单的修改来模拟，vlasov bbmodel.f90，
其中泊松方程用安培定律替代了，同时加了碰撞等阻尼效应。

8.3 Delta-f算算算法法法

我们前面提到，粒子模拟主要是噪声问题，需要非常多的粒子数N才能克服。
对于演化偏离平衡态分布不远的情况，我们可以用所谓的δf算法，它把平衡部分
和扰动部分分离，平衡部分解析计算，粒子模拟只算扰动部分，这样δf/f0 � 1时
可以大幅降低噪声。这种方法在1990s发展成型，并得到广泛应用，尤其在磁约束
聚变模拟中几乎是近一二十年默认采用的算法。

我们考虑无碰撞模型，Vlasov方程

df

dt
=
∂f

∂t
+ ż

∂f

∂z
= 0, (8.11)

z = (x,v), ż = (v,F ). f(z, t) = f0(z) + δf(z, t), F = F0 + δF . f0 = pg, δf = wg.
由df/dt = 0

df

dt
=
d(f0 + δf)

dt
=
d(pg + wg)

dt
= g
(dp
dt

+
dw

dt

)
= 0, (8.12)

得到
dp

dt
= −dw

dt
, (8.13)
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图 8.7: Vlasov连续性模拟，分布函数演化(后附彩图).

即，p(t) + w(t) = p(0) + w(0) = const.. dδf/dt = −df0/dt

dδf

dt
=
∂δf

∂t
+ ż

∂δf

∂z
= −

[∂f0

∂t
+ ż

∂f0

∂z

]
= −f0

d ln f0

dt
, (8.14)

δf =
∑
wiδ(z − zi),

ẇ = −pd ln f0

dt
= −pż∂ ln f0

∂z
, (8.15)

从上面的推导可以看到，我们只是额外定义了权重变量p和w，整个方程依然是非
线性的，与原始的方程等价。

8.3.1 δf模模模型型型

基于前面的推导，我们可以直接写出粒子的运动方程

dx

dt
= v, (8.16)

dv

dt
= F0 + δF , (8.17)

dw

dt
= −pd ln f0

dt
= −(

f

g
− w)

d ln f0

dt
, (8.18)

dp

dt
= p

d ln f0

dt
, (8.19)
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它比原始的full f粒子模拟方法除了粒子位置和速度外还多了两个权重变量。对
于p和w，其设置是比较自由的，常用的有以下两种

“As f/g is time-invariant, it can be computed initially and stored for each particle.
Among many options, two opposite choices are often made: (1) setting f/g = 1,
and a density of macro-particles proportional to the physical particle density (2) set
a waterbag distribution g for the macro-particles (uniform probability between two
values vmin and vmax and null outside) and compute a specific value (f/g)i for each
particle. The first option requires less storage, but the second option is much less
noisy.”[Hess2009]

(1) 用g = f , 的p(t) + w(t) = p(0) + w(0) = 1，最后两个权重方程变为

dw

dt
= −(1− w)

d ln f0

dt
, (8.20)

权重演化变为
dwi
dt

= −(1− wi)ż
∂ ln f0

∂z
, (8.21)

(2) 水袋(Waterbag), 用g = 1, g(v) = const., p = f0, dp/dt = df0/dt，权重演化
变为[待核]

dpi
dt

= 0 (8.22)

dwi
dt

= −(pi − wi)ż
∂ ln f0

∂z
, (8.23)

这种方法是初始权重p用初始分布函数f0的解析形式给出，而速度v用[vmin, vmax]均
匀随机数生成，这使得随机数的产生更简单。

8.3.2 线线线性性性模模模拟拟拟

前述的方程是非线性的，如果我们只想模拟线性部分，那么可以其他方程不
变，把速度v不演化，即v̇ = 0，同时对权重方程去掉非线性部分，得到

dwi
dt

= −ż
∂ ln f0

∂z
. (8.24)

这是delta-f模型相较于full-f粒子模拟算法的另一个优点：可以很容易的去掉非线性
部分，只进行线性模拟。

8.3.3 静静静电电电一一一维维维

我们依然以前面的静电一维模型为例，x均匀, v麦氏分布f0 = ( m
2πT

)1/2e−v
2/v2t ,

vt =
√

2T/m, ∂ ln f0/∂v = −2v/v2
t，得到粒子演化方程为

dxi
dt

= vi, (8.25)

dvi
dt

= E, (8.26)

dwi
dt

= (1− wi)Evi/T, (8.27)
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以上权重方程能这么简单，也得益于初始分布函数为麦氏分布，因而∂ ln f0/∂v较
为简单，对于其他分布，如束流分布，形式要稍复杂。

8.3.4 离离离子子子声声声波波波

我们这里以绝热电子动理学离子的离子声波线性模拟为例，演示delta f粒子模
拟算法。

这次我们也对前文PIC代码的写法作改变，包括：插值用单独的函数去实现；
设置波矢k时不必通过初值设定，而通过FFT滤模，这样可以保证确实只有单模；
时间推进算法改用二阶RK。pic1d dfg iaw.m

1 % Hua−sheng XIE , FSC−PKU, huashengxie@gmail . com , 2016−04−20 13 :34
2 % Delta−f PIC f o r IAW, e l e c t r o n ad i aba t i c
3 % Test OK, 2016−04−20 20 :43
4 % 16−08−17 12 :32 modify f o r f /g=1, r e f : 16−04−24 p i c1d d fg i aw . f90
5 c l o s e a l l ;
6 c l e a r ; c l c ;
7 dat2 = [1 ,2 .04590486664825 ,−0.851330458171737; % sq r t (2 )
8 2 ,2 .37997049716181 ,−0.568627785772305;
9 3 ,2 .62647608379667 ,−0.411054266743725;

10 4 ,2 .83132357729409 ,−0.306718776560365;
11 5 ,3 .01110302739500 ,−0.232235873041931;
12 6 ,3 .17397204092200 ,−0.176905646874478;
13 7 ,3 .32463253189007 ,−0.134880072940063;
14 8 ,3 .46607414950534 ,−0.102578518320425;
15 9 ,3 .60032687530566 ,−0.0776243048338077;
16 10 ,3 .72883249481195 ,−0.0583410544450318] ;
17 runtime=cputime ;
18 k=1.0; n f i l t e r =1; d e l t a f =1; l i n e a r =0;
19 id =2;
20 tau=dat2 ( id , 1 ) ; wr=dat2 ( id , 2 ) ; wi=dat2 ( id , 3 ) ;
21

22 np = 160000/4;
23 dt =0.01/2;
24 nt=1000;
25 ng=16;
26 L=2∗pi /k ;
27 dx=L/ng ;
28 vt =1.0 ; % vt=sq r t (T/m)
29 vmax=6.0;
30

31 zp=ze ro s (np , 4 ) ; % x , v , p , w
32 zp ( : , 1 )=rand (np , 1 ) ∗L ;
33 % zp ( : , 2 ) =(rand (np , 1 ) ∗2−1)∗vmax ;
34 % zp ( : , 3 )=exp(−zp ( : , 2 ) . ˆ2/2 ) / sq r t (2∗ pi ) ;
35 zp ( : , 2 )=randn (np , 1 ) ∗vt ;
36 zp ( : , 3 ) =1.0 ;
37 zp ( : , 4 ) =0.00001∗ zp ( : , 3 ) .∗ cos ( k∗zp ( : , 1 ) ) ;
38 pgmat=pg inte rp ( zp , ng , dx , np) ;
39 rhozero=sum(pgmat ’∗ zp ( : , 3 ) ) /ng ; % rhozero=np/ng ;
40

41 xg=(0:ng−1) ’∗dx ;
42
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43 %%
44 f i g u r e ;
45 f o r i t =1: nt
46

47 zp ( : , 1 )=mod( zp ( : , 1 )+L ,L) ; % keep p a r t i c l e s in [ 0 ,L ]
48

49 % RK−2, 1 s t s tep
50 pgmat=pg inte rp ( zp , ng , dx , np) ;
51 rho=pgmat ’∗ zp ( : , 4 ) / rhozero ;
52

53 i f ( n f i l t e r ==1)
54 rho f=f f t ( rho ) /ng ;
55 a f1=r e a l ( rho f (2 )+rho f ( ng ) ) ; bf1=imag(− rho f (2 )+rho f ( ng ) ) ;
56 Eg=−tau∗(− a f1 ∗ s i n (2∗ pi /L∗xg )+bf1 ∗ cos (2∗ pi /L∗xg ) ) ;
57 e l s e
58 phi=tau ∗ [ rho ( end ) ; rho ; rho (1 ) ] ;
59 Eg=−(phi ( 3 : end )−phi ( 1 : ng ) ) /dx /2 ;
60 end
61

62 vdot=pgmat∗Eg ;
63 wdot=(zp ( : , 3 )−(1− l i n e a r ) ∗zp ( : , 4 ) ) .∗ vdot .∗ zp ( : , 2 ) ;
64 czp ( : , 1 )=zp ( : , 1 )+zp ( : , 2 ) ∗dt /2 ;
65 czp ( : , 2 )=zp ( : , 2 )+vdot∗dt /2 ;
66 czp ( : , 3 )=zp ( : , 3 ) ;
67 czp ( : , 4 )=zp ( : , 4 )+wdot∗dt /2 ;
68

69 czp ( : , 1 )=mod( czp ( : , 1 )+L ,L) ;
70 % RK−2, 2nd step
71 pgmat=pg inte rp ( czp , ng , dx , np) ;
72 rho=pgmat ’∗ czp ( : , 4 ) / rhozero ;
73 i f ( n f i l t e r ==1)
74 rho f=f f t ( rho ) /ng ;
75 a f1=r e a l ( rho f (2 )+rho f ( ng ) ) ; bf1=imag(− rho f (2 )+rho f ( ng ) ) ;
76 Eg=−tau∗(− a f1 ∗ s i n (2∗ pi /L∗xg )+bf1 ∗ cos (2∗ pi /L∗xg ) ) ;
77 e l s e
78 phi=tau ∗ [ rho ( end ) ; rho ; rho (1 ) ] ;
79 Eg=−(phi ( 3 : end )−phi ( 1 : ng ) ) /dx /2 ;
80 end
81

82 vdot=pgmat∗Eg ;
83 wdot=(czp ( : , 3 )−(1− l i n e a r ) ∗ czp ( : , 4 ) ) .∗ vdot .∗ czp ( : , 2 ) ;
84 zp ( : , 1 )=zp ( : , 1 )+czp ( : , 2 ) ∗dt ;
85 zp ( : , 2 )=zp ( : , 2 )+vdot∗dt ;
86 zp ( : , 3 )=zp ( : , 3 ) ;
87 zp ( : , 4 )=zp ( : , 4 )+wdot∗dt ;
88

89 %diagno s i s
90 subplot (121) ;
91 p lo t ( xg , rho , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
92 t i t l e ( [ ’ xhs , \ rho , i t=’ , num2str ( i t ) , ’ / ’ , num2str ( nt ) ] ) ;
93 subplot (122) ;
94 p lo t ( xg , Eg , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
95 t i t l e ( ’Eg ’ ) ;
96
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97 EEk( i t ) =0.5∗sum( zp ( : , 2 ) . ˆ 2 ) /np∗L ; % k i n e t i c energy
98 EEf ( i t ) =0.5∗sum(Eg . ˆ 2 ) ∗dx ; % po t en t i a l energy
99 drawnow ;

100 end
101

102 runtime=cputime−runtime ;
103

104 %%
105 c l o s e a l l ;
106 h = f i g u r e ( ’ Unit ’ , ’ Normalized ’ , ’ p o s i t i o n ’ , . . .
107 [ 0 . 0 2 0 .2 0 .6 0 . 4 ] , ’ DefaultAxesFontSize ’ ,15) ;
108 t =(1: nt ) ∗dt ;
109 EEf1=EEf/ tau ;
110 subplot (121) ;
111 p lo t ( t , EEf1 , t ,EEk, t ,EEk+EEf1 , ’ r−− ’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
112 t i t l e ( [ ’ ( a ) \ tau=’ , num2str ( tau ) , ’ , runtime=’ , num2str ( runtime ) ] ) ;
113 x l ab e l ( ’ t ’ ) ;
114 subplot (122) ;
115 % Find the corre spond ing indexes o f the extreme max va lue s
116 lndE=log ( sq r t ( r e a l ( ( EEf ( 1 : nt ) ) ) ) ) ; % EEf=Eˆ2=[ exp (gam∗ t ) ]ˆ2=exp (2∗gam∗ t

)
117 % lndE=log ( r e a l ( ( Egt ( 1 : nt ) ) ) ) ;
118 i t 0=f l o o r ( nt ∗1/20) ; i t 1=f l o o r ( nt ∗18/20) ;
119 yy=lndE ( i t 0 : i t 1 ) ;
120 p lo t ( t , lndE , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
121 hold on ;
122 extrMaxIndex = f i nd ( d i f f ( s i gn ( d i f f ( yy ) ) )==−2)+1;
123 t1=t ( i t 0+extrMaxIndex (1 ) ) ; t2=t ( i t 0+extrMaxIndex ( end ) ) ;
124 y1=yy ( extrMaxIndex (1 ) ) ; y2=yy ( extrMaxIndex ( end ) ) ;
125 p lo t ( [ t1 , t2 ] , [ y1 , y2 ] , ’ r∗−− ’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
126 nw=length ( extrMaxIndex )−1;
127 omega=pi / ( ( t2−t1 ) /nw) ;
128 gammas=( r e a l ( y2 )−r e a l ( y1 ) ) /( t2−t1 ) ;
129 t i t l e ( [ ’ (b ) \omegaˆS=’ , num2str ( omega ) , ’ , \gammaˆS=’ , num2str (gammas) , . . .
130 ’ , nw=’ , num2str (nw) ] ) ;
131 ax i s t i g h t ;
132 x l ab e l ( [ ’ \omegaˆT=’ , num2str (wr+1 i ∗wi , 3 ) ] ) ;
133

134 s t r =[ ’ p i c 1d d fg i aw k=’ , num2str ( k ) , ’ , ng=’ , num2str ( ng ) , ’ np=’ , num2str (np)
, ’ , nt=’ , num2str ( nt ) , . . .

135 ’ , dt=’ , num2str ( dt ) , ’ , tau=’ , num2str ( tau ) , ’ , n f i l t e r=’ , num2str ( n f i l t e r
) ] ;

136 pr in t ( gcf , ’−dpng ’ , [ s t r , ’ h i s t o r y . png ’ ] ) ;

把代码中初始设置的部分zp(:,2)和zp(:,3)换用注释掉的部分，它就是前面的水袋
法。其中用来作粒子与网格间插值的函数pginterp.m为

1 % Hua−sheng XIE , 2016−04−20 15 ;43
2 f unc t i on pgmat = pg inte rp ( zp , ng , dx , np)
3 % in t e r p o l a t i o n between p a r t i l c e p o s i t i o n s and g r i d s
4 Ip=ze ro s (2∗np , 1 ) ; Jg=ze ro s (2∗np , 1 ) ; Wpg=ze ro s (2∗np , 1 ) ;
5 f o r ip = 1 : np
6 ind=2∗( ip−1) ;
7 l i ndex=f l o o r ( zp ( ip , 1 ) /dx )+1; % f i s r t g r id xg (1 )=0
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ωT=2.38−0.569i

图 8.8: delta f粒子模拟方法模拟线性离子声波.

8 % dx l e f t=zp ( ip , 1 )−l i ndex ∗dx ; % wrong
9 dx l e f t=zp ( ip , 1 )−( l index −1)∗dx ;

10

11 % l e f t weight
12 Ip ( ind+1)=ip ;
13 Jg ( ind+1)=l index ;
14 Wpg( ind+1)=1−dx l e f t /dx ;
15

16 % r i gh t weight
17 Ip ( ind+2)=ip ;
18 Jg ( ind+2)=l index ∗( l index<ng ) +1;% l index=ng , l a s t g r id # ng+1 −>

1
19 Wpg( ind+2)=dx l e f t /dx ;
20 end
21 pgmat=spar s e ( Ip , Jg ,Wpg, np , ng ) ; % matrix f o r i n t e r p o l a t i o n
22 end

一组典型的模拟结果见图8.8，可以看到模拟结果ωS = 2.37 − 0.578i与理论
值ωT = 2.38− 0.569i基本接近。

8.3.5 束束束流流流不不不稳稳稳定定定性性性

对于非线性束流不稳定性，我们可以稍微修改运动方程和权重方程，类似

1 dlnf0dv=−(czp ( : , 2 ) .∗(1−nb) .∗ exp(−czp ( : , 2 ) . ˆ2/2 )+(czp ( : , 2 ) − . . .
2 vdb ) .∗ nb .∗ exp(−( czp ( : , 2 )−vdb ) . ˆ2/2 ) ) ./((1−nb) .∗ exp(−czp ( : , 2 )

. ˆ2/2 ) + . . .
3 nb .∗ exp(−( czp ( : , 2 )−vdb ) . ˆ2/2 ) ) ;
4 wdot=−(czp ( : , 3 )−non l inea r ∗ czp ( : , 4 ) ) .∗ vdot .∗ dlnf0dv ;
5 zp ( : , 1 )=zp ( : , 1 )+czp ( : , 2 ) ∗dt ;
6 zp ( : , 2 )=zp ( : , 2 )+non l inea r ∗vdot∗dt ;
7 zp ( : , 3 )=zp ( : , 3 ) ;
8 zp ( : , 4 )=zp ( : , 4 )+wdot∗dt ;

完整代码见pic1d df beam.m，典型结果如图8.9，其中我们只显示了线性增长部
分。对于束流分布，我们也可以把分布函数拆分成本底和束流两组份分别模拟。
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图 8.9: delta f粒子模拟方法模拟束流不稳定性(后附彩图).

8.4 电电电磁磁磁模模模拟拟拟

为了简化，前面介绍的是以静电模型为基础。由于电磁模通常k与磁场B不平
行，最简化的电磁模拟通常是从1D3V（实空间1维，速度空间三维）开始，这足
够模拟许多电磁波动了，如电子离子回旋波、阿尔芬波，等。电磁模拟相较于静
电模拟除了需要增加对电流的处理外无需原则上改变。

我们这里不再详述电磁模拟细节，KEMPO代码可以作为极好的入门，Birdsall的
书中对电磁一维的细节作了很好的介绍。我们只额外稍评述所谓的Darwin模型。

8.4.1 Darwin模模模型型型

等离子体中Darwin12模拟，源自Darwin拉氏量。在Darwin模型中，所有场变
量都分为两部分[Busnardo-Neto1977]: 横场(T, divergence free)部分和纵场(L, curl
free)部分.

E = EL + ET,∇ · ET = 0,∇× EL = 0,
B = BT,∇ ·BT = 0,

J = JL + JT,∇ · JT = 0,∇× JL = 0. (8.28)

12Charles Galton Darwin (1887.12.18-1962.12.31)，物理学家，《物种起源》作者Charles Dar-
win的孙子。另，我国早期知名物理学家束星北(1907.10.01-1983.10.30)在欧洲求学时曾师
从C.G.Darwin。
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麦氏方程为

∇ · EL = ρ/ε0,
∇ ·B = 0,

∇× ET = −∂B/∂t (or, ∇× E = −∂B/∂t),
∇×B = µ0J + µ0ε0∂EL/∂t + µ0ε0∂ET/∂t︸ ︷︷ ︸

dropped in Darwin model

. (8.29)

对于PIC模拟，人们常用

∇ · EL = ρ/ε0,
∇2B = −µ0∇× J,

∇2ET = µ0∂J/∂t + µ0ε0∂
2EL/∂t

2. (8.30)

对于Darwin模型，ω(k) = 0 的冷等离子体色散关系为

c6ω
6 − c4ω4 + c2ω

2 − c0 = 0, (8.31)

其中

c0 = c4k4ω4
ceω

4
ciω

2
pcos2θ,

c2 = c4k4[
ω2
ciω

2
p + ω2

ceω
2
ci + ω2

ceω
2
p − ω2

p (ω2
ce + ω2

ci − ωceωci) sin2θ
]

+c2k2ω2
pωceωci

[
ωceωcisin

2θ + ω2
p(1 + cos2θ)

]
,

c4 = c4k4
(
ω2
ce + ω2

ci + ω2
p

)
+c2k2ω2

p

[
2ω2

p + 2ωceωci + (ω2
ce + ω2

ci − ωceωci) sin2θ
]

+ω4
p

[
ωceωcisin

2θ + ω2
p

]
,

c6 =
(
c2k2 + ω2

p

)2
. (8.32)

方程(8.31)是ω2的三次方程，因而只有三组解。可以很容易证明消去的恰恰是两
组高频的电磁模，在大k条件下对应的是ω2 ∼ k2c2的。同样可以证明，对于k →
0时，这个模型无法正确计算朗缪尔波。读者可对比6.2小节完整的无达尔文近似的
冷等离子体色散关系。

C++版本pic em.cpp和pic darwin.cpp分别实现有全电磁和Darwin模型的1D3V模
拟，代码由祝佳提供。

8.5 漂漂漂移移移不不不稳稳稳定定定性性性及及及输输输运运运

我们这一节在前面的基础上再进一步，除了使用delta f算法外，还同时模拟动
理学电子和离子，也包含梯度驱动的微观不稳定性，及计算对应的湍流（反常）
输运通量或系数。

这里的模型基于Parker93，但是我们额外加了温度梯度。f0 = n0(x)√
2πT0x/m

e
−

mv2
‖

2T0(x) ,

vt =
√
T/m, d ln f0/dx = −κn + 1

2
κt − 1

2

v2‖
v2t
κt, E = −∂yφ, v‖ = v, ky = k, α =

sgn(q)mi/m, αi = 1, αe = −mi/me
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我们将求解的δf方程为

∂tδf + θv∂yδf + αθE∂vδf =
(
κn −

1

2
κt +

1

2

v2
‖

v2
t

κt

)
Ef0 + αθE

v

v2
t

f0, (8.33)

∂yE = δni − δne. (8.34)

对应的线性色散关系很容易推导，为

1 +
1√

2k2
yθvti

{
(κn − κt/2)Z(ζi) + κtζi[1 + ζiZ(ζi)] +

√
2αiθ

vti
[1 + ζiZ(ζi)]

}
(8.35)

− 1√
2k2

yθvte

{
(κn − κt/2)Z(ζe) + κtζe[1 + ζeZ(ζe)] +

√
2αeθ

vte
[1 + ζeZ(ζe)]

}
= 0.

其中Z为等离子体色散函数，ζ = ω/(
√

2kyθvt).
算法与前文的算离子声波的无本质差别，代码gkpic1d df.m，一组计算结果如

图8.10，其中我们注意到计算粒子通量的为

1 denf lux ( i s , i t )=mean( vdot2 ( 1 , : , : ) .∗ czp ( i s , : , 4 ) ) ; % dens i ty f l u x

对于线性模拟，读者可自行与色散关系对比。在初始设置部分，我们还可以用静
启动13

1 i f ( nload==1)
2 zp=ze ro s ( ns , np , 4 ) ; % x , v , p , w
3 czp=zp ;
4 f o r i s =1:ns
5 zp ( i s , : , 1 )=rand (np , 1 ) ∗L ;
6 % zp ( i s , : , 2 )=randn (np , 1 ) ;
7 % zp ( i s , : , 2 )=randn (np , 1 ) ∗ vts ( i s ) / sq r t (2 ) ; % randn

i s exp(−vˆ2/2)
8 zp ( i s , : , 2 )=randn (np , 1 ) ∗ vts ( i s ) ;
9 zp ( i s , : , 3 ) =1.0 ;

10 zp ( i s , : , 4 ) =0.0001∗ zp ( i s , : , 3 ) .∗ s i n ( k∗zp ( i s , : , 1 ) ) ;
11 rhozero ( i s )=sum( zp ( i s , : , 3 ) ) /ng ; % rhozero=np/ng ;
12 end
13 e l s e % fobanacc i l oad ing
14 M=22; % M=23;
15 [ xp , vp , np]= fun f obanac c i (M) ;
16 zp=ze ro s ( ns , np , 4 ) ; % x , v , p , w
17 czp=zp ;
18 f o r i s =1:ns
19 zp ( i s , : , 1 )=xp∗L ;
20 zp ( i s , : , 2 )=vp∗ vts ( i s ) ;
21 zp ( i s , : , 3 ) =1.0 ;
22 zp ( i s , : , 4 ) =0.0001∗ zp ( i s , : , 3 ) .∗ s i n ( k∗zp ( i s , : , 1 ) ) ;
23 rhozero ( i s )=sum( zp ( i s , : , 3 ) ) /ng ; % rhozero=np/ng ;
24 end
25 end

其中Fobanacci数生成初始速度部分fun fobanacci.m为

13W. W. Lee, 2008 lecture notes, APAM 4990: Kinetic Theory and Modeling of Plasmas.



§ 8.5 漂移不稳定性及输运 · 209 ·

图 8.10: 粒子模拟漂移微观不稳定性及计算湍流（导致的反常）输运系数(后附彩
图).

1 % Hua−sheng XIE , FSC−PKU, huashengxie@gmail . com , 2016−08−06 13 :23
2 % Uniform load ing in x and with non−random load ing o f Gaussian in v

with
3 % Fobanacci numbers
4 % 16−10−24 10 :37
5 f unc t i on [ x , v ,N]= fun f obanac c i (M)
6 % M=23;
7 alpha=ones (1 ,M+1) ;
8 f o r m=3:M+1
9 alpha (m)=alpha (m−1)+alpha (m−2) ;

10 end
11 alpha (1 ) = [ ] ;
12 N=alpha (M) ;
13 vth =1.0;
14 x=ze ro s (1 ,N) ; y=0.∗x ; v=0.∗x ;
15 method=2; %
16 f o r i =1:N
17 x ( i )=(2∗ i −1)/(2∗ alpha (M) ) ;
18 y ( i )=alpha (M−1)∗x ( i ) ;
19 i f (method==1)
20 v ( i )=sq r t (2 ) ∗vth∗ e r f c i n v (2∗x ( i ) ) ;
21 e l s e
22 y ( i )=mod(y ( i ) , 1 ) ;
23 v ( i )=sq r t (2 ) ∗vth∗ e r f c i n v (2∗y ( i ) ) ;
24 end
25 end
26 v (v==In f ) =0.0 ;

对于该例子，静启动确实可以进一步降噪，从而减少非线性模拟时需要的粒子
数。这里的输运系数直接由通量计算De = Γe/κn

事实上，目前国际上的大规模回旋动理学粒子模拟代码计算磁约束聚变的湍流
输运的基本模式在这个例子中均已包括，只是它们在位形、求解的方程、输出的
诊断量等等，更为复杂。这里的反常输运特指湍流输运。
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8.6 回回回旋旋旋动动动理理理学学学模模模拟拟拟

我们对回旋动理学模拟作简单讨论。上一节模拟漂移不稳定性的方程事实上来

自于回旋动理学方程在k⊥ρi � 1的简化，回旋中心与粒子中心基本等价，除了泊
松方程中保留了部分回旋动理学的FLR(有限拉莫半径)效应，通过1 − Γ0 = b2i →
−∇2

⊥进入，这使得前一节的泊松方程形式上与朗道阻尼用的方程类似，但是实际
物理含义并不同。这一节，我们讨论更完整的FLR效应。

8.6.1 使使使用用用贝贝贝塞塞塞尔尔尔函函函数数数

在线性情况，FLR可以通过贝塞尔函数J0和Γ0引入。我们来看静电回旋动理学

在局域平板位形下的色散关系[Ricci06]，k‖ = 0, k = k⊥

D(ω, k) =
∑
α

1

Tα

{
1−
( mα

2πTα

)3/2
∫
J2

0

(kv⊥
Ωα

)ω − Ω∗α

ω − Ωdα

exp
(
−mαv

2

2Tα

)
d3v
}
, (8.36)

其中α = e, i, Ω∗α = ωdα[κn +κT (v2/2v2
tα− 3/2)], Ωdα = ωdα(v

2
‖/v

2
tα + v2

⊥/2v
2
tα), vtα =√

Tα/mα, Ωα = qαB/mαc, ρα = vtα/Ωα (注意：ρe < 0), κn = RL−1
n , κT = RL−1

T ,
L−1
n = −d lnn0/dr, L

−1
T = −d lnT0/dr, ω∗α = kραvtα/Ln, ωdα = kραvtα/R = ω∗α/κn.

以上我们已经用了麦氏平衡分布函数。

8.6.1.1 色色色散散散关关关系系系

对于前面的积分，定义y = v/vtα，则归一化的色散关系为

D(ω, k) =
∑
α

1

Tα

{
1− 1√

2π

∫
J2

0 (kραy⊥)
ω − ωdα[κn + κT (y2/2− 3/2)]

ω − ωdα(y2
‖ + y2

⊥/2)
exp

(
−y

2

2

)
y⊥dy⊥dy‖

}
,

(8.37)

其中τ = τe = Te/Ti, vte = vti
√
τmi/me, Ωe = qemi

qime
Ωi, ρe = ρi

qi
qe

√
τ me

mi
, 同时定

义kα = kρα. 以上是我们将求解的方程。
假设热离子，那么我们可以用离子热速度作归一化，ω0 = v0/R0，其中用v0 =

vti及R0 = R. 频率ω → ω/ω0, ω∗α → ω∗α/ω0, ωdα → ωdα/ω0. 波矢k → kρi. 从而得

到ωdi = k, ωde = kτqi/qe. 贝塞尔函数中ki = k, ke = k qi
qe

√
τ me

mi
. 如果qe = −qi，我

们可以进一步通过qi/qe = −1来简化ωde和ke.
在第6章，我们处理了等离子体色散函数，那里只有dv‖的一重积分，这里出

现dv⊥dv‖两重积分，计算量会更大。不过这里有一个好处是，我们将主要只关注
不稳定性，因而对实轴和下半平面可以不解析延拓处理，暂时不考虑实轴的奇
异。这里的二重积分可以通过Simpson自适应求积来处理，比如在Matlab中可直接
用dblquad()。fun entropy dr.m

1 f unc t i on fd r=fun ent ropy dr (w, k ,wd, kapn , kapt , kz , to l , xmax , ymax)
2 nw=length (w) ; f d r =0.∗w;
3

4 f o r jw=1:nw
5 f=@(x , y ) b e s s e l j (0 , k∗abs (y ) ) . ˆ 2 . ∗ (w( jw )−wd∗( kapn + . . .



§ 8.6 回旋动理学模拟 · 211 ·

0 2 4 6
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

k⊥ ρ
i

ω i R
/v

ti

 

 
(a)

Ricci06 GS2
DR
matrix
IVP
PIC

0 2 4 6
0

2

4

6
x 10

−3

k⊥ ρ
i

ω r R
/v

ti

(b) ε
n
=0.95

τ=0
η=0
m

i
/m

e
=1836

k
||
=0

图 8.11: 熵模色散关系，四种不同方法的对比.

6 kapt ∗ ( ( x.ˆ2+y . ˆ 2 ) /2−3/2) ) ) .∗ abs (y ) . / (w( jw )−kz∗x−wd∗( x . ˆ 2+ . . .
7 y .ˆ2/2 ) ) .∗ exp(−(x.ˆ2+y . ˆ 2 ) /2) ;
8

9 xmin=−xmax ; ymin=0;
10 f d r ( jw ) =1.0−1.0/ sq r t (2∗ pi ) ∗dblquad ( f , xmin , xmax , ymin , ymax , t o l ) ;
11 end

求根主程序main solve R.m，求解Ricci06中的熵模结果如图8.11，图中几十个k 求
根的总用时也只在秒的量级，速度可以接受. 事实上，上面的积分还可以有更快
的计算方法，它在平行方向的计算基于此前的等离子体色散函数，在垂直方向
用Gauss求积，只是求积的基函数需要小心选择，参考Gurcan2014。本例用Gauss-
Kronrod作垂直积分，用第6章Z函数方法作平行积分的代码见fun gz gk Inm.m，
大约可比上述Simpson积分快约200倍，不过缺点在于对于ω → 0的值精度较难控
制。

8.6.1.2 初初初值值值模模模拟拟拟及及及矩矩矩阵阵阵法法法

前面的色散关系等价于下面的初值问题

∂tgi(y‖, y⊥) = −iωDi(y)gi − i[ωDi(y)− ΩTi(y)]δφJ
2
0 (kiy⊥) exp(−y2/2), (8.38)

∂tge(y‖, y⊥) = −iωDe(y)ge − i[ωDe(y)− ΩTe(y)]δφJ
2
0 (key⊥) exp(−y2/2),(8.39)

δφ =
1

(1− Γ0i) + (1− Γ0e)/τ

1√
2π

∫
(gi + ge/τ)y⊥dy⊥dy‖, (8.40)

其中ωTα(y) = ωdα[κn + κT (y2/2− 3/2)], ωDα(y) = ωdα(y
2
‖ + y2

⊥/2), Γ0α = I0(bα)e
−bα ,

bα = k2
⊥ρ

2
α = k2, 注意到其中用到

∫∞
−∞ e

−x2
dx =

√
π 和

∫∞
0
xe−x

2
J2
p (
√

2bx)dx =
1
2
e−bIp(b).
以上方程的求解与第6章的没有原则不同，典型结果如图8.12，同样，我们可以

化成一个矩阵系统，典型结果如图8.13。

8.6.1.3 粒粒粒子子子模模模拟拟拟

鉴于我们已经在前面描述了delta f的粒子模拟方法，我们同样可以尝试这种方
法来模拟上面这个线性问题。定义粒子权重wα = gα/F0, 其中F0 = exp(−y2/2)，
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图 8.14: 熵模色散关系，粒子模拟法求解.

用高斯随机数加载初始分布函数gα(y‖, y⊥, w)

y‖j = randn(np, 1),

y⊥j =
√
randn(np, 1)2 + randn(np, 1)2

wj = 0.0001,

np为粒子数，j = 1, 2, · · · , np是粒子编号，randn()生成正态随机分布F0 = 1√
2π
e−x

2/2.

粒子和场的演化方程为

ẏ‖j = 0, (8.41)

ẏ⊥j = 0, (8.42)

ẇj = −iωDα(y)wj − i[ωDα(y)− ωTα(y)]δφJ2
0 (kαy⊥), (8.43)

δφ =
1

(1− Γ0i) + (1− Γ0e)/τ

∑
j

(wij + wej/τ). (8.44)

以上模拟对空间是0维局域的，因而没有空间网格，也就无需处理粒子坐标和场网
格相互插值。我们同时注意到这里的模拟电子与离子可以用同一个时间尺度，速
度全部用各自本身的热速度归一化掉了，这样也就没有电子跑很快离子跑较慢导
致时间步长要极小的问题。能够这样做，依然是因为这里是0维。gkpic0d entropy.m，
一组典型结果如图8.14。

8.6.2 使使使用用用多多多点点点回回回旋旋旋平平平均均均

我们首先来看所谓的回旋平均算符，在线性情况，它就是J0(k⊥ρ)，在非线性
情况需要叠加所有的k⊥，那么有没有办法直接算非线性回旋平均算符呢？最早也
目前依然最有效的方法依然是Lee1987提出的多点平均算法。其原理较为自然，导
心的运动等价于以导心为中心在半径为回旋半径的圆上运动的一系列子粒子的平

均。因而回旋平均也可以通过把导心分解为一系列子粒子，然后再求和。可以在
线性情况下证明如下求和等式

〈exp(ik · ρ)〉φ = 〈exp(ik⊥ρ sinφ)〉φ =
∞∑

n=−∞

Jn(k⊥ρ)〈einφ〉φ = J0(k⊥ρ), (8.45)
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又

〈exp(ik · ρ)〉φ =
1

2π

∫
eik⊥ρ sinφdφ ' 1

M

M∑
l=0

exp(ik⊥ρ sinφ), (8.46)

从而有

J0(k⊥ρ) '
1

M

M∑
l=0

exp(ik⊥ρ sinφ), (8.47)

以上对M →∞是精确成立的。

8.6.2.1 多多多点点点回回回旋旋旋平平平均均均的的的精精精度度度

我们的问题是M需要多大就能成为很好的近似，这里的M代表每个导心需要多
少个子粒子。下面可直接用代码来看gk n ring.m

1 % Hua−sheng XIE , huashengxie@gmail . com , FSC−PKU, 2016−06−28 11 :48
2 % Compare J0 and N−r i ng average , with kx=ky=k perp / sq r t (2 )
3 % Ref : Lee1987 , Broemstrup2008 t h e s i s p37
4 c l o s e a l l ; c l e a r ; c l c ;
5 f i g u r e ( ’ un i t ’ , ’ normal ized ’ , ’ p o s i t i o n ’ , [ 0 . 0 2 , 0 . 2 , 0 . 4 , 0 . 6 ] , . . .
6 ’ DefaultAxesFontSize ’ ,14) ;
7

8 p l t =2;
9 i f ( p l t==1)

10 % 1.
11 M=4;
12 kp =0 : 0 . 1 : 1 0 ;
13 nk=length (kp ) ;
14 Jm=0.∗kp ;
15 f o r i k =1:nk
16 f o r jm=1:M
17 kx=kp( ik ) ∗ cos ( jm∗2∗ pi /M)/ sq r t (2 ) ;
18 ky=kp( ik ) ∗ s i n ( jm∗2∗ pi /M)/ sq r t (2 ) ;
19 Jm( ik )=Jm( ik )+exp (1 i ∗( kx+ky ) ) /M;
20 end
21 end
22 J0=b e s s e l j (0 , kp ) ;
23 p lo t (kp , J0 , ’− ’ , kp , r e a l (Jm) , ’ r−− ’ , ’ Linewidth ’ , 2 ) ;
24 l egend ( ’ J 0 ’ , [ ’N=’ , num2str (M) ] ) ; l egend ( ’ boxo f f ’ ) ;
25 pr in t ( gcf , ’−dpng ’ , [ ’ gk n r ing n=’ , num2str (M) , ’ . png ’ ] ) ;
26 max( abs ( imag (Jm) ) ) % i f M \neq 2ˆn , imag (Jm) \neq 0
27 e l s e
28 % 2.
29 kp =0 : 0 . 1 : 3 0 ;
30 nk=length (kp ) ;
31 c a l s t r =[ ’Jm=0.∗kp ; f o r i k =1:nk , f o r jm=1:M, kx=kp( ik ) ∗ cos ( jm∗2∗ pi /M) /

sq r t (2 ) ; ’ , . . .
32 ’ ky=kp ( ik ) ∗ s i n ( jm∗2∗ pi /M) / sq r t (2 ) ;Jm( ik )=Jm( ik )+exp (1 i ∗( kx+ky ) ) /M;

end , end ’ ] ;
33 J0=b e s s e l j (0 , kp ) ;
34 M=4; eva l ( c a l s t r ) ; Jm4=Jm;
35 M=8; eva l ( c a l s t r ) ; Jm8=Jm;
36 M=16; eva l ( c a l s t r ) ; Jm16=Jm;
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图 8.15: 贝塞尔函数与多点回旋平均对比.

37 M=32; eva l ( c a l s t r ) ; Jm32=Jm;
38

39 p lo t (kp , J0 , ’ k− ’ , kp , r e a l (Jm4) , ’ g . ’ , kp , r e a l (Jm8) , ’ r−− ’ , . . .
40 kp , r e a l (Jm16) , ’b−. ’ , kp , r e a l (Jm32) , ’m: ’ , ’ Linewidth ’ , 2 ) ;
41 l egend ( ’ J 0 ’ , ’N=4 ’ , ’N=8 ’ , ’N=16 ’ , ’N=32 ’ ) ; l egend ( ’ boxo f f ’ ) ;
42 ylim ( [ − 1 . 2 , 2 . 4 ] ) ; x l ab e l ( ’ k \perp\ r h o i ’ ) ; t i t l e ( ’ J 0 vs . N−r i ng

average ’ ) ;
43 pr in t ( gcf , ’−dpng ’ , [ ’ gk n r ing cmp . png ’ ] ) ;
44

45 end

结果如图8.15，可以看到对于M = 4时，只k⊥ρ < 2时较准，这对托卡马克模拟中
的大部分情况够用。如果需要k⊥ρ < 25均准确，则需要N = 32，这表明假如原来
需要Np = 106个导心粒子，则精确计算FLR效应需要子粒子N ′

p = 3.2 × 107，计算
强度需要增加一个量级以上。

8.6.2.2 粒粒粒子子子模模模拟拟拟代代代码码码中中中的的的实实实现现现

基于上面的近似，我们可以用多点平均来实现贝塞尔函数J0的效果，并且由于
不限定单k，从而可以直接用于非线性模型中。其实现的方式并不复杂，比如平板
位形中，对于粒子导心到子粒子，可以如下zctop.m

1 % Hua−sheng XIE , 2016−08−30 16 ;34
2 % 16−10−02 14 :41
3 f unc t i on zpr ing = zctop ( zp , np , nring ,L)
4 % np guid ing cente r to np∗ nr ing p a r t i c l e s
5 zpr ing=ze ro s (np∗nring , 2 ) ;
6

7 % wgt =[1/3 ,1/6 ,1/6 ,1/3 ] ; % not [ 1/4 , 1/4 , 1/4 , 1/4 ] r e f Cummings t h e s i s
p65

8
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9 wgtequal=2;
10 i f ( wgtequal==1) % 2D vers ion , not accurate f o r 1D
11 ang =(1 :1 : nr ing ) .∗2∗ pi / nr ing ;
12 wgt=0.∗ang+1/nr ing ;
13 xxt=s i n ( ang ) ;
14 e l s e i f ( wgtequal==2)
15 ang =(2∗ (1 :1 : nr ing )−1)/ nr ing ∗ pi ;
16 ang2 =(2∗ (1 :1 : nr ing )+1)/ nr ing ∗ pi ;
17 xxt=( s i n ( ang2 )−s i n ( ang ) ) . / ( ang2−ang ) ;
18 wgt=0.∗ang+1/nr ing ;
19 e l s e % Cummings ’ nr ing=4
20 wgt =[1/3 ,1/6 ,1/6 ,1/3 ] ;
21 ang=[−pi /3,− pi /12 , p i /12 , p i / 3 ] ;
22 xxt=s i n ( ang ) ;
23 end
24

25 f o r ip = 1 : np
26 ind=nr ing ∗( ip−1) ;
27 f o r i r =1: nr ing % 16−10−02 rho i=sq r t (2 ) ∗v perp , not 1∗ v verp !
28 zpr ing ( ind+i r , 1 )=zp ( ip , 1 )+sq r t (2 ) ∗zp ( ip , 3 ) ∗xxt ( i r ) ; % rho i=sq r t

(2 ) ∗zp ( : , 3 ) ;
29 zpr ing ( ind+i r , 2 )=zp ( ip , 5 ) ∗wgt ( i r ) ; % weight
30 end
31 end
32 zpr ing ( : , 1 )=mod( zpr ing ( : , 1 ) +10∗L ,L) ;

对于场Eptoc.m

1 f unc t i on Ep = Eptoc ( Epring , np , nr ing )
2 % np∗ nr ing p a r t i c l e s E to np guid ing cente r E
3 Ep=ze ro s (np , 1 ) ;
4

5 f o r ip = 1 : np
6 ind=nr ing ∗( ip−1) ;
7 f o r i r =1: nr ing
8 Ep( ip )=Ep( ip )+Epring ( ind+i r ) ;
9 end

10 end
11 Ep=Ep/ nr ing ;

以上代码组合到一个完整的线性静电ITG的粒子模拟代码gkpic1d itg flr.m中，典
型结果如图8.16，可以看到得到的频率和增长率与通过贝塞尔函数计算的色散关系
的理论值基本一致。

完整的应用到一个非线性回旋动理学模型中，还需处理Γ0，这在Lin95中有较
好的处理，此处不再详述。国际上比较有名的非线性回旋动理学代码有GTC/GS2/
GENE/GKW/ GEM/GYRO/GKV/ORB5 /XGC/AstroGK等。

8.6.3 线线线性性性本本本征征征模模模问问问题题题

我们来讨论托卡马克中的离子温度梯度模ITG1D，它与所谓的Cyclone based
case紧密相关，是几乎所有tokamak回旋动理学代码会作为第一个测试算例的。



§ 8.6 回旋动理学模拟 · 217 ·

0 2 4 6
−5

0

5
x 10

−4(a) τ=1, k=1, runtime=11.3s

t
10 20 30 40

−16

−14

−12

−10

−8

(b) ωS=0.51502, γS=0.12373, nw=4

ωT=0.516+0.115i

图 8.16: 用多点回旋平均的粒子代码模拟ITG不稳定性

我们这里只讨论一维气球模表象中的ITG方程[Dong92PoF]:

iv‖
qR

∂

∂θ
h+ (ω − ωD)h = (ω − ω∗T )J0(β)FM

en0i

Ti
φ(θ), (8.48)

(1 + 1/τe)
en0i

Ti
φ =

∫
d3vJ0(β)h, (8.49)

其中β = k⊥v⊥/Ωci, qi = −qe = e, bi = k2
⊥ρ

2
ti, ρti = vti/Ωci, vti = (Ti/mi)

1/2,
Ωci = eB/mic, h是离子的非绝热相应, ω∗T = ω∗i{1 + ηi[v

2
⊥/(2v

2
ti) + v2

‖/(2v
2
ti) −

3/2]}, ωD = 2εnω∗i[cos θ+ s(θ− θk) sin θ](v2
⊥/2 + v2

‖)/(2v
2
ti), ω∗i = −(ckθTi)/(eBLn),

Ln = −(d lnn/dr)−1, ηi = Ln/LTi
, εn = Ln/R, τe = Te/Ti, s = (r/q)(dq/dr),

FM = ( mi

2πTi
)3/2e−miv

2/2Ti , k2
⊥ = k2

θ [1 + s2(θ − θk)2]. θk是气球角参数. 我们只考虑通

行粒子，并且不考虑v‖沿磁力线的变化.

归一化ω̂ = ω/ω0, ω0 = v0/r0, v0 = vti, r0 = R. k̂ = kρti, v̂ = v/vti. φ̂ = eφ/Ti,
ĥ = hv3

ti/n0i. 以下我们去掉hat符号，归一化方程变为

iv‖
q

∂

∂θ
h+ (ω − ωD)h = (ω − ω∗T )J0(β)FMφ(θ), (8.50)

(1 + 1/τe)φ =

∫
d3vJ0(β)h, (8.51)

其中β = k⊥v⊥, bi = k2
⊥, ω∗T = ω∗i[1 + ηi(v

2
⊥ + v2

‖ − 3)/2], ωD = ωdi[cos θ + s(θ −
θk) sin θ](v2

⊥/2 + v2
‖), ω∗i = −kθ/εn, ωdi = −kθ和FM = (2π)−3/2e−v

2/2,
∫
d3v =

2π
∫∞
−∞ dv‖

∫∞
0
v⊥dv⊥。

定义g(θ, v‖, v⊥) ≡ h(θ, v‖, v⊥)− J0(β)FM(v‖, v⊥)φ(θ), 以及用ω = i∂t，我们得到

∂tg = −
v‖
q

[∂θg + J0FM∂θφ+ (∂θJ0)FMφ]

−iωDg + i(ω∗T − ωD)J0FMφ, (8.52)

φ =
1

(1 + 1/τe − Γ0)

∫
d3vJ0g, (8.53)
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图 8.17: 对比积分方程法、欧拉初值法、矩阵法和粒子模拟法求解ITG方程，并
与Dong1992的HD7代码结果对比.
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图 8.18: Cyclone参数下各解法的ITG结果对比.

其中∂θJ0 = −J1(β)kθv⊥s
2(θ − θk)/

√
1 + s2(θ − θk)2，因为J ′0(x) = −J1(x). k2

⊥ =
k2
θ(1+ s2θ2). 如果∂/∂θ → iqRk‖，以上方程简化为前面求解的零维模型。以上形式
可以用前面零维时类似的欧拉初值法或矩阵法求解。同样，其粒子模拟方法也容
易构造。其积分方程形式也并不困难，参照[Dong92]。

以上问题在Dong92原文采用的是推导积分方程在求根的方法，这些方法可以
互补。本节的一维模型和前面的零维熵模模型的四种独立（积分色散关系、欧
拉初值、欧拉本征值、粒子模拟）的线性算法都已经在mgk代码系列中实现，
详细的介绍和代码见[Xie2017]。经验证，四种算法确实可以给出相同的解，在收
敛情况下相互误差小于1%。比如图8.17对比Dong92的一组参数k⊥ρi = 0.45/

√
2,

s = q = τ = 1.0, εn = 0.25, ηi = 2.5，四种算法结果几乎相同，并且模结构和
频率均与HD7代码一致。对于Cyclone参数(s = 0.78, q = 1.4, τ = 1, ηi = 3.13,
εn = 0.45)下各解法的ITG结果对比结果显示在图8.18。
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习习习题题题

1. PIC模拟，会有噪声存在，因此测量频率和增长率得到色散关系可能每次均
会有差别。进行多次模拟，画出正文中任一算例的error bar。

2. 思考，本章介绍的PIC模拟中粒子的速度是否需要满足CFL条件，即其在一
个时间步长∆t内是否能跑过一个场网格∆x，以及为什么。

3. 在正文中静电一维PIC或Vlasov模拟代码中加上离子，模拟出离子声波，并
与色散关系对比（色散关系的数值解法参考第6章）。

4. 在绪论中我们提及了混合(hybrid)模拟，但是本书我们并未讨论具体实例，
我们这里以习题形式给出一个线性束流不稳定性的混合模拟简单例子。考虑

离子很重不动(mi � me)，电子分为本底和束流两部分。电场为δE(x, t) =
δE(t)eikx + c.c.。本底（背景）电子用流体描述

∂

∂t
δnc(t) = −ikn0cδvc(t),

∂

∂t
δvc(t) =

qe
me

δE(t),

束流电子用动理学描述

∂

∂t
δfb(v, t) = −ikvδfb +

qe
me

δE
∂

∂v
f0b,

泊松方程

ikδE = 4πqe(δnc + δnb),

其中δnb = n0b

∫
dvδfb(v, t)，n0 = n0c +n0b = n0c(1 +n0b/n0c)，束流用洛伦兹

分布f0b = vt

π
1

(v−vb)2+v2t
. 归一化n0c = 1, me = 1, qe = −1, vb = 1。推导对应的

色散关系，并用差分离散速度空间，模拟上述束流系统，对比模拟结果和色
散关系的解。这里的模拟方法其实就是第6章的半谱法，仅仅是模型不同。
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第第第 9章章章 部部部分分分非非非线线线性性性问问问题题题及及及其其其他他他问问问题题题

“分析一个普适的两自由度势能系统，已经超出现代科学的能力。”
――阿诺尔德，《经典力学的数学方法》

非线性问题的复杂程度使得其普适的解决或许超越了我们现代科学的能力。

“I don’t know where I am going, but I am on my way.”
- Carl Sagan (1934-1996)

当然，尽管我们不知最终将通向何方，但我们一直在路上。

“We must know, we will know!”
- 希尔伯特退休演讲的最后六个单词,1930

这是鼓舞1一代数学家的六个单词，也希望能鼓舞年轻一代的等离子体物理学家。

“All my best thoughts were stolen by the ancients.”
- Ralph Waldo Emerson, who graduated from Harvard at the age of 18

“Good artists borrow. Great artists steal.” - Picasso

等离子体中存在长程相互作用（如库仑力），不仅有传统流体中的特性，还有
自生和外加电磁场的影响，因此，通常比传统流体还要复杂一个量级。比如，其
中的湍流2、反常输运等问题。不过，事情不是绝对的，另一方面，等离子体中有
各种振荡模式，这些结构是很规整的，它使得等离子体物理的研究在某些方面又
变得容易了。

我们在前面的章节已经涉及不少非线性问题，这里我们再选择部分特定的非线
性问题作介绍。

9.1 Standard Mapping

标准映射(Chirikov standard mapping)的迭代方程为

pj+1 = pj +K sin(qj), qj+1 = qj + pj. (9.1)

1Hilbert这句（德文“Wir müssen wissen, wir werden wissen!”），反对的是此前流行一时的德国
生理学家Emil du Bois-Reymond (1818.11.07-1896.12.26)的令人沮丧的不可知论“we do not know
and will not know”.

2弦论被认为是二十一世纪的物理偶然落入二十世纪，湍流被认为是十九世纪的物理拖延到二十
一世纪。

221



· 222 · 第 9章 部分非线性问题及其他问题

上面的方程类似于差分离散化的单摆方程，但是物理意义不完全同，p类似速
度，q类似位置，K为扰动强度。这里的qj是每次经过固定截面(比如对于环面，
经过ζ = 0时)时的坐标(比如r坐标值)，因此这是一个差分系统，不是微分系
统。每次经过固定截面时的qj(及pj)均记录下来，画出来的图通常称为庞加莱截
面(Poincare sections)。

代码standardmapping.m较为简单

1 c l o s e a l l ; c l e a r ; c l c ;
2 L=2∗pi ; N=50; Nt=400;
3 kk = [ 0 . 1 , 0 . 2 , 0 . 5 , 1 . 0 , 1 . 5 , 2 . 0 ] ;
4 h = f i g u r e ( ’ Unit ’ , ’ Normalized ’ , ’ p o s i t i o n ’ , . . .
5 [ 0 . 0 2 0 .1 0 .6 0 . 6 ] , ’ DefaultAxesFontSize ’ ,15) ;
6 f o r jk =1: l ength ( kk )
7 K=kk ( jk ) ;
8 subplot (2 , 3 , jk ) ;
9 q=L.∗ rand (N, 1 ) ; p=L.∗ rand (N, 1 ) ;

10 s t r t i t l e =[ ’K=’ , num2str (K) ] ;
11 % plo t (q , p , ’ ro ’ , ’ MarkerSize ’ , 3 ) ; hold on ;
12 f o r j =1:Nt
13 % ptmp=p ;
14 p=p+K.∗ s i n ( q ) ;
15 % q=q+ptmp ;
16 q=q+p ;
17 q=mod(q+10∗L ,L) ; p=mod(p+10∗L ,L) ;
18 p lo t (q , p , ’ . ’ , ’ MarkerSize ’ , 3 ) ; hold on ;
19 xlim ( [ 0 ,L ] ) ; yl im ( [ 0 ,L ] ) ;
20 end
21 x l ab e l ( ’ q ’ ) ; y l ab e l ( ’p ’ ) ; t i t l e ( s t r t i t l e ) ;
22 end
23 pr in t ( gcf , ’−dpng ’ , [ ’ standard mapping . png ’ ] ) ;

结果如图9.1，可以看到某些K值，具有明显的更小的分离的岛(island)。标准映射3

看起来方程很简单，但背后的理论并不简单。在等离子体中常常用来类比磁岛以
及来研究各种共振岛。另外有意思的是，Balescu1998发展了所谓的Tokamap，在
环位形中用哈密顿(Hamiltonian twist map)构造磁力线.

9.2 捕捕捕食食食者者者-被被被捕捕捕食食食者者者模模模型型型

捕食者-被捕食者（predator-prey）模型来自生物学，可以用来建模生物种群的
数量演化。如，草原上的狼与兔子，狼少时，兔子增加，此时狼捕食兔子变得容
易，也开始增加，当狼增加较多时，兔子开始被大量捕食而减少，兔子的减少使
得狼群捕猎变得困难也不得不衰落，两种都衰落到一定程度后又开始新的循环。
以上是两系统的情况，对于多系统，可类似建模。在等离子体物理（尤其磁约束
聚变）中，用该模型来建模的较常见，如1980s的鱼骨模振荡[Chen1984PRL]，及
后来的漂移波-带状流相互竞争的系统。

3另一个有意思的是，事实上在早期，映射与10.3小节的赝随机数的产生是相互启发的。



§ 9.2 捕食者-被捕食者模型 · 223 ·

图 9.1: 不同扰动强度K的standard mapping(后附彩图)

我们以Kim03的L-H转换模型为例

∂tε = Nε− a1ε
2 − a2V

2ε− a3V
2
ZF ε, (9.2)

∂tVZF = b1εVZF/(1 + b2V
2)− b3VZF , (9.3)

∂tN = −c1εN − c2N +Q, (9.4)

其中V = dN2, Q = 0.01t为持续输入的外源。以上模型是简单的0维系统，也即只
是耦合的常微分方程，很容易求解kim03.m

1 % Hua−sheng XIE , IFTS−ZJU, huashengxie@gmail . com , 2013−10−17 19 :48
2 % Solve the L−H equat ion in Kim & Diamond , 2003 , PRL
3 f unc t i on Kim03
4 c l o s e a l l ; c l e a r ; c l c ;
5 g l oba l a1 a2 a3 b1 b2 b3 c1 c2 d ;
6 a1 =0.2 ; a2 =0.7 ; a3 =0.7 ; b1=1.5 ; b2=1; b3=1; c1=1; c2 =0.5 ; d=1;
7 opt ions = odeset ( ’ RelTol ’ ,1 e−5, ’ AbsTol ’ , [ 1 e−4 1e−4 1e−5]) ;
8 [ t , y ] = ode45 (@rhs , [ 0 2 0 0 ] , [ 0 . 0 1 0 .01 0 ] , opt i ons ) ;
9 E=y ( : , 1 ) ; Vzf=y ( : , 2 ) ; N=y ( : , 3 ) ; Q=0.01∗ t ;

10

11 f i g u r e ( ’ un i t ’ , ’ normal ized ’ , ’ Po s i t i on ’ , [ 0 . 0 1 0 .47 0 .6 0 . 4 5 ] , . . .
12 ’ DefaultAxesFontSize ’ ,15) ;
13 p lo t (Q,E, ’− ’ ,Q, Vzf , ’−. ’ ,Q,N/5 , ’−− ’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
14 l egend ( ’E ’ , ’V {ZF} ’ , ’N/5 ’ ) ; l egend ( ’ boxo f f ’ ) ;
15 x l ab e l ( ’Q=0.01 t ’ ) ;
16 ylim ( [ 0 , 1 . 5 ] ) ;
17 s t r =[ ’ a1=’ , num2str ( a1 ) , ’ , a2=’ , num2str ( a2 ) , ’ , a3=’ , num2str ( a3 ) , . . .
18 ’ , b1=’ , num2str ( b1 ) , ’ , b2=’ , num2str ( b2 ) , ’ , b3=’ , num2str ( b3 ) , . . .
19 ’ , c1=’ , num2str ( c1 ) , ’ , c2=’ , num2str ( c2 ) , ’ , d=’ , num2str (d) ] ;
20 t i t l e ( s t r ) ;
21 pr in t ( ’−dpng ’ , [ ’Kim03 ’ , s t r , ’ . png ’ ] ) ;
22 end
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23

24 f unc t i on dy=rhs ( t , y )
25 dy=ze ro s (3 , 1 ) ;
26 g l oba l a1 a2 a3 b1 b2 b3 c1 c2 d ;
27 E=y (1) ; Vzf=y (2) ; N=y (3) ; V=d∗Nˆ2 ; Q=0.01∗ t ;
28 dy (1 )=E∗N−a1∗Eˆ2−a2∗Vˆ2∗E−a3∗Vzf ˆ2∗E;
29 dy (2 )=b1∗E∗Vzf/(1+b2∗Vˆ2)−b3∗Vzf ;
30 dy (3 )=−c1∗E∗N−c2∗N+Q;
31 end

结果如图9.2.

0 0.5 1 1.5 2
0

0.5

1

1.5

Q=0.01t

a1=0.2, a2=0.7, a3=0.7, b1=1.5, b2=1, b3=1, c1=1, c2=0.5, d=1

 

 

E
V

ZF
N/5

图 9.2: 捕食者-被捕食者模型模拟L-H转换

9.3 Burgers方方方程程程

作为Navier-Stokes方程的特殊简化版，Burgers方程

ut + uux = νuxx, (9.5)

含有扩散项νuxx和非线性对流项uux，常被用来解析和数值演示波破碎、湍流，以
上只是方程的一维形式。经过简单的分析可以看出，如果没有扩散项，即ν = 0，
以上方程中u越大时其对流速度越大，从而运动更快，它会导致波形扭曲以致于破
裂。当有扩散项时，一定程度上可以平衡对流项导致的奇异。以上方程很容易写
成差分形式，对于ν = 0.02，一个典型的模拟结果见图9.3，可以看到随着时间推
移波前越来越陡峭，类似于激波结构。代码burger 1d.m

1 nu=0.02; nt=1001; dt =0.02; dx=0.05; x=−8:dx : 8 ; L=max(x )−min(x ) ;
2 u0=exp(−(x+3) . ˆ 2 ) ; u=u0 ; nx=length (x )−1; utmp=u ;
3 f i g u r e ( ’ un i t ’ , ’ normal ized ’ , ’ p o s i t i o n ’ , [ 0 . 1 , 0 . 1 , 0 . 4 , 0 . 5 ] , . . .
4 ’ DefaultAxesFontSize ’ ,12) ;
5 f o r i t =1: nt
6 utmp ( 2 : nx )=u ( 2 : nx )−u ( 2 : nx ) . ∗ ( u ( 3 : ( nx+1) )−u ( 1 : ( nx−1) ) ) ∗dt /(2∗dx ) + . . .
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7 nu∗(u ( 3 : ( nx+1) )−2∗u ( 2 : nx )+u ( 1 : ( nx−1) ) ) ∗dt /(dx∗dx ) ;
8 u=utmp ;
9 i f (mod( i t , f l o o r ( nt /5) )==1)

10 i f ( i t <=1)
11 p lo t (x , u , ’ r : ’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) ; hold on ;
12 e l s e
13 p lo t (x , u , ’b ’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) ; hold on ;
14 end
15 [ ym, idx ]=max(u) ;
16 t ex t ( x ( idx ) ,ym+0.05 , [ ’ t=’ , num2str ( ( i t −1)∗dt ) ] ) ;
17 end
18 end
19 t i t l e ( [ ’ Burgers , \nu=’ , num2str (nu) , ’ , L=’ , num2str (L) , ’ , dx=’ , num2str ( dx

) , ’ , dt=’ , num2str ( dt ) , . . .
20 ’ , nt=’ , num2str ( nt ) ] ) ;

Burgers方程的高精度数值求解有许多技巧。本小节的Burgers方程及接下来两
小节的KdV方程和非线性薛定谔方程目前一般认为更好的解法是谱方法，可参
考[张晓2016]、[Shen2011]。作为参考，我们也以谱方法求解一维Burgers方程，方
程的傅里叶谱形式为

∂û

∂t
= −νk2

xû− F{F−1[û] · F−1[ikxû]}. (9.6)

其中û是u的傅里叶变换，F和F−1分别为正逆傅里叶变换算符。代码burgers 1d fft.m

1 f unc t i on bu r g e r s 1 d f f t ( )
2 g l oba l nu kx ;
3 c l o s e a l l ;
4 nu=0.02; nt=1001; dt =0.02;
5 L=16; N=256∗1;
6 x=L/N∗[−N/2 :N/2−1]; dx=x (2)−x (1) ;
7 kx=(2∗ pi /L) ∗ [ 0 :N/2−1 −N/2 : −1 ] . ’ ;
8 u=exp(−(x+3) . ˆ 2 ) ; ut=f f t (u) ;
9 t =(1: nt ) ∗dt ;

10 [ t , u t s o l ]=ode45 ( @burgers rhs , t , ut ) ;
11 uso l= i f f t ( ut so l , [ ] , 2 ) ;
12

13 f i g u r e ( ’ un i t ’ , ’ normal ized ’ , ’ p o s i t i o n ’ , [ 0 . 1 , 0 . 1 , 0 . 4 , 0 . 5 ] , . . .
14 ’ DefaultAxesFontSize ’ ,12) ;
15 f o r i t =1: f l o o r ( nt /5) : nt
16 i f ( i t <=1)
17 p lo t (x , u so l ( i t , : ) , ’ r : ’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) ; hold on ;
18 e l s e
19 p lo t (x , u so l ( i t , : ) , ’ b ’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) ; hold on ;
20 end
21 [ ym, idx ]=max( uso l ( i t , : ) ) ;
22 t ex t ( x ( idx ) ,ym+0.05 , [ ’ t=’ , num2str ( t ( i t ) ) ] ) ;
23 end
24 t i t l e ( [ ’ Burgers FFT, \nu=’ , num2str (nu) , ’ , L=’ , num2str (L) , ’ , dx=’ ,

num2str ( dx ) , ’ , dt=’ , num2str ( dt ) , . . .
25 ’ , nt=’ , num2str ( nt ) ] ) ;
26 xlim ( [ min (x ) ,max(x ) ] ) ; yl im ( [ 0 , 1 . 1 ] ) ; x l ab e l ( ’ x ’ ) ; y l ab e l ( ’u ’ ) ;
27 pr in t ( gcf , ’−dpng ’ , [ ’ b u r g e r s f f t n u=’ , num2str (nu) , ’ ,L=’ , num2str (L)

, . . .
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28 ’ , dx=’ , num2str ( dx ) , ’ , dt=’ , num2str ( dt ) , . . .
29 ’ , nt=’ , num2str ( nt ) , ’ . png ’ ] ) ;
30 end
31

32 f unc t i on dut=burge r s rh s ( t , ut )
33 g l oba l nu kx ;
34 u=i f f t ( ut ) ;
35 % dut=−nu∗kx . ˆ 2 . ∗ ut−1 i ∗kx .∗ f f t (u .∗u) ; % wrong
36 dut=−nu∗kx . ˆ 2 . ∗ ut− f f t (u .∗ i f f t (1 i ∗kx .∗ ut ) ) ;
37 end

结果如图9.4。
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图 9.3: 一维Burgers方程的典型解，差分法
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9.4 KdV方方方程程程

KdV方程是第一个被发现存在孤子解（soliton）的系统。孤波可以像线性的行
波一样传播，但孤波是非线性波，不满足叠加性，也即两个孤波相撞时，波幅峰
值并非两波峰值相加（实际中，甚至比单波的峰值还要低！）。
单孤波1840s就已经被发现，1890s在KdV方程中求解得到。真正引起人们极大

兴趣是在1965年后[Zabusky1965,Gardner1967]，当时数值中发现孤波碰撞后，依然
能原样分离，这大大出乎人们意料。这种性质，也使得孤波通讯等等成为潜在可
能。孤波具有线性行波的许多性质，以一种稳定结构存在。

ut + 6uux + uxxx = 0, (9.7)

单孤立子解为

u = −v
2
sech(0.5

√
v(x− x0))

2, (9.8)

最简单的差分法数值求解

1 f unc t i on kdv MOL
2 c l o s e a l l ; c l e a r a l l ; c l f ;
3 dx = 0 . 1 ; x = (−8+dx : dx : 8 ) ’ ; nx = length (x ) ; k = dx ˆ3 ; ns teps = 2 .0 /k

;
4 % I n i t i a l c ond i t i on
5 u = one s o l i t on (x , 1 6 , 0 ) ;
6 % u =−8∗exp(−x . ˆ 2 ) ;
7 % u=−6./cosh (x ) . ˆ 2 ;
8 % u=one s o l i t on (x , 1 6 , 0 )+one s o l i t on (x , 4 , 0 ) ;
9 % u=one s o l i t on (x , 1 6 , 4 )+one s o l i t on (x ,4 ,−4) ;

10 s e t ( gcf , ’ doub l ebu f f e r ’ , ’ on ’ ) ;
11 f o r i i =1: ns teps
12 % Runge−Kutta s tep
13 k1=k∗kdvequ (u , dx ) ;
14 k2=k∗kdvequ (u+k1 /2 , dx ) ;
15 k3=k∗kdvequ (u+k2 /2 , dx ) ;
16 k4=k∗kdvequ (u+k3 , dx ) ;
17 u=u+k1/6+k2/3+k3/3+k4 /6 ;
18 % Animate every 10 th step
19 i f mod( i i , 1 0 )==0
20 p lo t (x,−u , ’ LineWidth ’ , 2 ) ; ax i s ( [−8 ,8 ,−2 ,12]) ; drawnow ; pause

( 0 . 1 ) ;
21 end
22 end
23 f unc t i on u=one s o l i t on (x , v , x0 )
24 u=−v /2 ./ cosh ( . 5∗ s q r t ( v ) ∗(x−x0 ) ) . ˆ 2 ;
25 end
26 f unc t i on dudt=kdvequ (u , dx )
27 % KdV equat ion : dudt = 6∗u∗dudx − dˆ3u/dxˆ3
28 u = [ u( end−1:end ) ; u ; u ( 1 : 2 ) ] ;
29 dudt = 6∗(u ( 3 : end−2) ) . ∗ ( u ( 4 : end−1)−u ( 2 : end−3) ) /2/dx − . . .
30 (u ( 5 : end )−2∗u ( 4 : end−1)+2∗u ( 2 : end−3)−u ( 1 : end−4) ) /2/dx ˆ3 ;
31 end

一个典型的模拟结果见图9.5.
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图 9.5: KdV方程孤波解模拟示例

孤波与行波的差别是，前者是非线性的结构，不满足线性叠加性，这在两
支孤波相撞时可以看到，叠加时的峰值反而变小。对于行波的模拟，可以参考
第3章3.3.2小节。

9.5 非非非线线线性性性薛薛薛定定定谔谔谔方方方程程程

所谓的非线性薛定谔方程形式如下

i∂tE + p∂xxE + (V − q|E|2)E = 0, (9.9)

如果没有|E|2的非线性项，上述方程就是量子力学的线性薛定谔方程。另外，在这
里，p和q可以是复数。
这个模型中依然有孤立子解，我们直接来数值求解，nlse1d.m

1 % Hua−sheng XIE , huashengxie@gmail . com , IFTS−ZJU, 2013−06−05 12 :47
2 % FD + RK4 to s o l v e NLSE, iE t + p∗E xx + (V− q ∗ |E |ˆ2 )E = 0
3 % A bet t e r method i s s p l i t−s tep Four i e r method , but only f o r p e r i o d i c
4 % system .
5 % Test s o l i t o n s OK.
6 f unc t i on n l se1d
7 c l o s e a l l ; c l e a r ; c l c ;
8

9 p=1; q=1;
10

11 L=100; dx=0.001∗L ; % space g r id
12 x=(0:dx :L) ’ ;
13 nx = length (x ) ;



§ 9.5 非线性薛定谔方程 · 229 ·

14

15 dt = 0 . 0 0 1 ; % Time s t ep s
16 nsteps = f l o o r (10 . 0/ dt ) ;
17

18 % I n i t i a l c ond i t i on
19 E = one s o l i t on (x , 0 . 8 , 3 . 2 , 0 . 4 ∗L)+one s o l i t on (x , 0 . 4 , −3 . 2 , 0 . 6∗L) ;
20 % E = one s o l i t on (x , 1 . 8 , 3 . 2 , 0 . 2 ∗L)+one s o l i t on (x , 2 . 5 , 0 . 5 , 0 . 5 ∗L) + . . .
21 % one s o l i t on (x , 1 . 4 , −1 . 6 , 0 . 75∗L) ;
22 % E =1∗exp(−(x−0.4∗L) . ˆ 2 ) .∗ exp (1 i ∗1∗x/2) ;
23 % E=sqr t (3 ) ∗ sech (x−0.4∗L) .∗ exp (1 i ∗4∗x/2) ;
24

25 f i g u r e ( ’ un i t s ’ , ’ normal ized ’ , ’ p o s i t i o n ’ , [ 0 . 0 1 0 .12 0 .5 0 . 5 ] , . . .
26 ’ Color ’ , ’ white ’ , ’ DefaultAxesFontSize ’ ,15) ;
27 j =1; t =0;
28 f o r i i =1: ns teps
29

30 % Runge−Kutta s tep
31 k1=dt∗ nlseqn (E, p , q , dx ) ;
32 k2=dt∗ nlseqn (E+k1 /2 ,p , q , dx ) ;
33 k3=dt∗ nlseqn (E+k2 /2 ,p , q , dx ) ;
34 k4=dt∗ nlseqn (E+k3 , p , q , dx ) ;
35 E=E+k1/6+k2/3+k3/3+k4 /6 ;
36

37 % Animate
38 i f mod( i i , 1 00 )==0
39 p lo t (x , r e a l (E) , ’ : ’ , x , imag (E) , ’−− ’ , x , abs (E) , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
40 l egend ( ’Re(E) ’ , ’ Im(E) ’ , ’ |E | ’ ) ; l egend ( ’ boxo f f ’ ) ;
41 t i t l e ( [ ’p=’ , num2str (p) , ’ , q=’ , num2str ( q ) , . . .
42 ’ , Nx=’ , num2str ( nx ) , ’ , dt=’ , num2str ( dt ) , . . .
43 ’ , t= ’ , num2str ( t ) ] ) ;
44 x l ab e l ( ’ x ’ ) ; y l ab e l ( ’E ’ ) ;
45 ax i s ( [ 0 , L, −2 ,2 ] ) ;
46 drawnow ;
47 % pause ( 0 . 0 1 ) ;
48 F( j )=getframe ( gc f ) ;
49 j=j +1;
50 end
51 t=t+dt ;
52 end
53

54 % movie (F) ;
55 s t r =[ ’ n l s e1d p=’ , num2str (p) , ’ , q=’ , num2str ( q ) , ’ . g i f ’ ] ;
56 wr i t e g i f ( s t r ,F , 0 . 1 ) ;
57 c l o s e a l l ;
58

59 end
60

61 f unc t i on E=one s o l i t on (x , a0 , v0 , x0 )
62 E=sqr t (2 ) ∗a0∗ sech ( a0 ∗(x−x0 ) ) .∗ exp (1 i ∗v0∗x/2) ;
63 end
64

65 f unc t i on dEdt=nlseqn (E, p , q , dx )
66 % NLSE equat ion : E t = i ∗p∗E xx + i ∗(V− q ∗ |E |ˆ2 )E
67 V=0;
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68 E = [E( end−1:end ) ; E; E( 1 : 2 ) ] ; % pe r i o d i c b . c . , modify f o r other b .
c .

69 dEdt = 1 i ∗p . ∗ (E( 4 : end−1)−2∗E( 3 : end−2)+E( 2 : end−3) ) . / dxˆ2 + . . .
70 1 i . ∗ (V+q .∗ abs (E( 3 : end−2) ) . ˆ 2 ) .∗E( 3 : end−2) ;
71 end

其中用到画动画的函数writegif.m

1 f unc t i on r e s=w r i t e g i f (name , frames , dt )
2 nframe = length ( frames ) ;
3 f o r i =1:nframe
4 [ image ,map ] = frame2im ( frames ( i ) ) ;
5 [ im ,map2 ] = rgb2ind ( image , 3 2 ) ;
6 i f i==1
7 imwrite ( im ,map2 , name , ’GIF ’ , ’WriteMode ’ , ’ ove rwr i t e ’ , ’ DelayTime ’ , dt

, ’ LoopCount ’ , i n f ) ;
8 e l s e
9 imwrite ( im ,map2 , name , ’WriteMode ’ , ’ append ’ , ’ DelayTime ’ , dt ) ; % , ’

LoopCount ’ , i n f ) ;
10 end
11 end

p = 1, q = 1时的模拟结果的部分时刻图如图9.6，其中演示了两个孤立子对撞的
过程。关于以上广义非线性薛定谔方程的二维形式描述调制不稳定性、湍流、坍

缩和逆级联可参考[Zhao2011]。

9.6 一一一个个个微微微分分分积积积分分分方方方程程程的的的解解解（（（BB模模模型型型）））

等离子体物理中除了最本质的第一性方程外，最精确的方程一般是微分积分的
形式，如BBGKY方程链，或简化后的波尔兹曼动理学方程、朗道碰撞算符表示的
动理学方程。基础教材中采取了弱化的方式，到处可见的是处理线性化问题的代
数方程（色散关系），然后复杂一点是常微分方程，再复杂则是偏微分方程，而
积分方程几乎见不到。这样的化简，是为了研究物理问题的一些本质属性，降低
难度，但是每一步的化简实际都会丢失一些物理。另一方面，目前简单的问题大
都已经研究的较清楚了，以后更值得关注的研究可能要反过来，自下而上，往复
杂情况走，因而积分方程可能是以后需要重点对待的。
这里我们提及一个简单的范例，求解Berk-Breizman模型中得到的一个微分

积分方程[Berk1996]。为了更具普适性，我们实际求解的是[Lilley2009]稍微加强
了的一个方程。另一个求解积分方程较好的例子是前一章提及的J. Q. Dong求
解ITG/KBM本征值问题的代码HD7，这份代码自1980s发展以来得到了较广泛的
应用，目前依然不断有新的成果发表，用的是积分方程，比通常用的推导后按阶
数展开取截断的微分方程包含更多更精确的物理。

BB模型求解的动理学方程右边碰撞项为（[Lilley2009]）

dF

dt

∣∣∣∣
coll

= −β (F − F0) + α2 ∂

∂u
(F − F0) + ν3 ∂

2

∂u2
(F − F0) , (9.10)

其中α、ν和β分别代表drag（阻力，一阶导数项）、diffusion（扩散，二阶导数
项）、Krook （也称BGK 碰撞项，代表弛豫时间近似），u = kv− ω。β定义为常
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图 9.6: 非线性薛定谔方程p = 1, q = 1时的数值解
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数，α和ν用共振点的值。另外，这里dF/dt|coll与∂F/∂t|coll是等价的，因为只含速
度导数不含空间导数。

求解临界稳定性（Marginal stability）问题γ ≡ |γl − γd| � γd ≤ γl（其中γl是线
性增长率，γd是背景衰减率）时，可得到一个代表波幅度随时间演化的方程）

dA

dτ
= A(τ)− 1

2

∫ τ/2

0

dzz2A(τ − z)
∫ τ−2z

0

dxe−ν̂
3z2(2z/3+x)−β̂(2z+x)+iα̂2z(z+x)

×A(τ − z − x)A∗(τ − 2z − x) ,(9.11)

其中A = [ekÊ(t)/m(γl−γd)2][γl/(γl−γd)]1/2，τ = (γl−γd)t，ν̂ = ν/(γl−γd)，α̂ =
α/(γl − γd)，β̂ = β/(γl − γd) 及γl = 2π2(e2ω/mk2)∂F0(ω/k)/∂v。
本节的主要任务是求解(9.11)，关于该方程更多物理的内容，可参考相关原始

文献。由于方程右边是二重积分，如果时间步数是Nt，每一步的二重积分计算耗
时为O(Nt2)，因此总耗时应为O(Nt3)。这是一件很糟糕的事，因为时间步数提高
十倍耗时将增加一千倍。这可能也是[Berk1996]中几个算例都是总步数较少的例子
的原因之一。

不过对于(9.11)事情并无那么糟糕，根据方程的规律可以把总耗时降到O(Nt2)。
以下算法改写自[Lilley2009]，最初由Heeter给出（[Heeter1999, 2000]）。
对方程(9.2)进行有限差分离散

A(j + 1) = A(j) + A(j)∆τ + C1

∑j/2

k=1
A(j − k)S(j, k)k2, (9.12)

其中C1 = −∆τ 5/2。通过把x积分的变换改为ξ = τ − 2z − x的，S(j, k)可写为

S(j, k) =
∑j−2k

l=0
eC2(l−j)+C3k2(4k/3+l−j)+iC4k(l−j−k)A(l + k)A(l), (9.13)

其中C2 = β̂∆τ，C3 = ν̂3∆τ 3，C4 = α̂2∆τ 2。用下面的递推关系可大大降低计算强

度

S(j, k) = e−C2−C3k2+iC4kS(j − 1, k) + e−2kC2−2C3k2/3+iC4kA(j − k)A(j − 2k). (9.14)

MATLAB代码，“BBmodel integralequation heeter hsxie.m”

1 c l o s e a l l ; c l e a r ; c l c ;
2 method=1;
3

4 h=f i g u r e ( ’ un i t ’ , ’ normal ized ’ , ’ p o s i t i o n ’ , [ 0 . 0 2 , 0 . 1 , 0 . 6 , 0 . 7 ] , . . .
5 ’ DefaultAxesFontSize ’ ,12) ;
6 f o r j p l t =1:4
7

8 runtime=cputime ;
9

10 i f ( j p l t==1)
11 % a i s alpha , b i s beta , v i s nu
12 nt=3000; dt =0.01; A0=0.1; a=0;b=0.0 ; v=4.31;
13 e l s e i f ( j p l t==2)
14 nt=12000; dt =0.01; A0=0.1; a=0;b=0.0 ; v=2.18;
15 e l s e i f ( j p l t==3)
16 nt=20000; dt =0.005; A0=0.1; a=0;b=0.0 ; v=1.28;
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17 e l s e
18 nt=1000; dt =0.01; A0=0.1; a=0;b=0.0 ; v=1.15;
19 end
20

21 c1=−dt ˆ5/2 . 0 ; c2=b∗dt ; c3=(v∗dt ) ˆ3 ; c4=(a∗dt ) ˆ2 ;
22 A=repmat (A0 , 1 , nt+1) ;
23 t t=repmat ( 0 . 0 , 1 , nt+1) ;
24 switch method
25 case 1
26 S=repmat ( 0 . 0 , 1 , f l o o r ( nt /2)+1) ;
27 S1=repmat ( 0 . 0 , 1 , f l o o r ( nt /2)+1) ; % a temp array
28 f o r j =0:nt−1
29 IntAS =0.0;
30 kmax=f l o o r ( j /2) ;
31 f o r k=1:kmax
32 i f ( k==kmax)
33 S(k ) =0.0 ; % S( j , k )
34 f o r l =0:( j−2∗k )
35 S(k )=S(k )+exp ( c2 ∗( l−j )+c3∗k ˆ2∗ (4 .0∗ k/3.0+ l−j )+1

i ∗ c4∗k∗( j−l−k ) ) ∗A( l+k+1)∗A( l +1) ;
36 S1 (k )=S(k ) ;
37 end
38 e l s e
39 S(k )=exp(−c2−c3∗kˆ2+1 i ∗ c4∗k ) ∗S1 (k )+exp(−2∗k∗c2−2∗c3

∗kˆ3/3+1 i ∗ c4∗kˆ2) ∗A( j−k+1)∗A( j−2∗k+1) ;
40 S1 (k )=S(k ) ;
41 end
42 IntAS=IntAS+kˆ2∗A( j−k+1)∗S(k ) ; % Note : kˆ2 i s missed in

L i l l e y 2009 ( 6 . 1 8 ) .
43 end
44 A( j+1+1)=A( j +1)+A( j +1)∗dt+c1∗ IntAS ;
45 t t ( j+1+1)=j ∗dt ;
46 end
47 otherwi se
48 S=repmat ( 0 . 0 , nt+1, round ( nt /2)+1) ;
49 f o r j =0:nt−1
50 IntAS =0.0;
51 kmax=round ( j /2) ;
52 f o r k=1:kmax
53 i f ( k==kmax)
54 S( j +1,k ) =0.0 ;
55 f o r l =0:( j−2∗k )
56 S( j +1,k )=S( j +1,k )+exp ( c2 ∗( l−j )+c3∗k ˆ2∗ (4 .0∗ k

/3.0+ l−j )+1 i ∗ c4∗k∗( j−l−k ) ) ∗A( l+k+1)∗A( l +1) ;
57 end
58 e l s e
59 S( j +1,k )=exp(−c2−c3∗kˆ2+1 i ∗ c4∗k ) ∗S( j−1+1,k )+exp

(−2.0∗k∗c2−2.0∗ c3∗kˆ3/3.0+1 i ∗ c4∗kˆ2) ∗A( j−k+1)∗A(
j−2∗k+1) ;

60 end
61 IntAS=IntAS+kˆ2∗A( j−k+1)∗S( j +1,k ) ; % Note : kˆ2 i s

missed in L i l l e y 2009 ( 6 . 1 8 ) .
62 end
63 A( j+1+1)=A( j +1)+A( j +1)∗dt+c1∗ IntAS ;
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64 t t ( j+1+1)=j ∗dt ;
65 end
66 end
67 runtime=cputime−runtime ;
68 % plo t ( tt , abs (A) ) ; y l ab e l ( ’ |A | ’ ) ;
69 subplot (2 , 2 , j p l t ) ;
70 p lo t ( tt ,A, ’ l i n ew id th ’ , 2 ) ; y l ab e l ( ’A ’ ) ;
71 x l ab e l ( ’ \ tau ’ ) ; xl im ( [ min ( t t ) ,max( t t ) ] ) ;
72 i f ( j p l t==4)
73 ylim ([−100 ,1 e2 ] ) ;
74 end
75 t i t l e ( [ ’Run time ’ , num2str ( runtime , 4 ) , ’ s ’ , 1 0 , . . .
76 ’A(0 ) =’ , num2str (A0) , ’ , \Delta t =’ , num2str ( dt ) , ’ , \ alpha =’ , . . .
77 num2str ( a ) , ’ , \beta =’ , num2str (b) , ’ , \nu =’ , num2str ( v ) ] ) ;
78 end
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图 9.7: BB1996 微分积分方程几组典型结果

几组运行结果如图9.7。在这里，可以出现几种解：稳态解、周期解、混沌解和
发散解。这些态在实验中也确实观察到了，也表明尽管BB模型非常简单，但却能
反映出非线性实验中不少特征。从输出的运行时间看，确实基本符合O(Nt2)的理
论估计。可能是对算法细节敏感，BB原文、Heeter博士论文、Lilley博士论文以及
这里的结果，都有细微差异，由于未能对比原始代码，具体原因不明。有兴趣的
读者也可直接对原方程离散求解，用O(Nt3) 的算法验证这里O(Nt2)算法的结果。
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9.7 环环环位位位形形形装装装置置置截截截面面面形形形状状状及及及不不不同同同q（（（安安安全全全因因因子子子）））分分分布布布时时时

的的的磁磁磁场场场

磁约束中聚变中典型环位形装置有托卡马克（Tokamak）、球马克（ST）、反
场箍缩（RFP）及仿星器（Stellarator）等。
托卡马克截面形状一般可由下式近似描述（[White2001]，p143，(4.169)-(4.170)）{

R = R0 − b+ (a+ b cos θ) cos (θ + δ sin θ) ,

Z = κa sin θ,
(9.15)

它可以看作(5.53)的拓展版，其中R0是大半径，a是小半径，κ是椭圆形变度，δ是
三角形变度，b是缺口（indentation）参量，导致豆形形变，这些参数一般是针对
最后一个磁面而言的。对于内部r < a的磁面，同样可以用(9.15)拟合，但是参数都
需改变，也即这些参数都随变化。值得注意的是，这里的r是一个代表小半径的长
度参数，与极坐标(r, θ)中的r有区别，在θ = 0处长度比例才为1 : 1。一组典型的二
维截面形状如图9.8 ，其中内圈使用了同样的形状参数。
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Tokamak Cross Section

R

Z

图 9.8: 典型Tokamak截面图

三维结构如图9.9。画图代码

1 R0=3;
2 data=[R0/3 ,R0/5 ,R0/10 ; % a
3 1 . 5 , 1 . 5 , 1 . 5 ;
4 0 . 5 , 0 . 5 , 0 . 5 ;
5 0 . 0 , 0 . 0 , 0 . 0 ] ;
6

7 nf lux=s i z e ( data , 2 ) ; h=f i g u r e ; f o r i f l u x =1: n f lux
8

9 % a=R0/3 ; kappa =1.5; d e l t a =0.5 ;b=0.0 ;
10 a=data (1 , i f l u x ) ; kappa=data (2 , i f l u x ) ;
11 de l t a=data (3 , i f l u x ) ; b=data (4 , i f l u x ) ;
12
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13 [ theta , phi ]=meshgrid ( 0 : 2∗ pi /50 :2∗ pi ,(−0.1− i f l u x ∗0 . 2 ) ∗ pi : 2∗ pi
/50 : (0 .7+ i f l u x ∗0 . 2 ) ∗ pi ) ;

14 X=(R0−b+(a+b .∗ cos ( theta ) ) .∗ cos ( theta+de l t a .∗ s i n ( theta ) ) ) .∗ cos ( phi ) ;
15 Y=(R0−b+(a+b .∗ cos ( theta ) ) .∗ cos ( theta+de l t a .∗ s i n ( theta ) ) ) .∗ s i n ( phi ) ;
16 Z=(kappa∗a ) .∗ s i n ( theta ) ;
17 R=R0+sqr t (X.ˆ2+Y.ˆ2 ) ;
18

19 s u r f (X,Y, Z ,R) ; hold on ;
20

21 end
22

23 caml ight ( ’ r i g h t ’ ) ; l i g h t a n g l e (45 ,60) ;
24 l i g h t ( ’ p o s i t i o n ’ , [−3 ,−1 ,3] , ’ s t y l e ’ , ’ l o c a l ’ ) ; mate r i a l sh iny ;
25

26 ax i s equal ; ax i s t i g h t ; ax i s o f f ; hidden o f f ;
27

28 s t r t i t l e =[ ’Tokamak f l ux su r f a c e s , R0=’ , . . .
29 num2str (R0) , ’m, \kappa=’ , num2str ( kappa ) , . . .
30 ’ , \ de l t a=’ , num2str ( d e l t a ) ] ;
31 t i t l e ( s t r t i t l e ) ;

图 9.9: 托卡马克三维磁面示意图(后附彩图)

球马克和反场箍缩的截面也可由(9.15)近似表出，只是参数选取不同。仿星器
的截面一般用傅里叶分解的方式拟合，比如，用[Hirshman1986]中的一组数据，

1 % s t e l l a r a t o r s h a p e 3 d .m
2 c l e a r ; c l c ;
3

4 [ theta , phi ]=meshgrid ( 0 : 2∗ pi /50 :2∗ pi ) ; ze ta =6.∗ phi ;
5

6 % From Eq(14)
7 Rb=1.72+. . .
8 ( 0 . 2 1 4 . ∗ cos ( theta ) −0.0564.∗ cos ( theta−ze ta ) +0.0035.∗ cos ( theta+zeta ) )

+ . . .
9 ( 0 . 0 0243 .∗ cos ( 2 .∗ theta ) −0.00795.∗ cos ( 2 .∗ theta−ze ta ) ) ;
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10 Zb=(0.251 .∗ s i n ( theta ) +0.0634.∗ s i n ( theta−ze ta ) +0.0035.∗ s i n ( theta+zeta ) )
+ . . .

11 (−0.00561.∗ s i n ( 2 .∗ theta ) +0.00805.∗ s i n ( 2 .∗ theta−ze ta ) ) ;
12 X=Rb.∗ cos ( phi ) ; Y=Rb.∗ s i n ( phi ) ; Z=Zb ;
13

14 subplot (221) ; p l o t (Rb( 1 , : ) ,Zb ( 1 , : ) ) ; x l ab e l ( ’Rb ’ ) ; y l ab e l ( ’Zb ’ ) ; t i t l e ( ’At
15 \phi=0 ’ ) ;
16 subplot (222) ; mesh (X,Y,Z) ; x l ab e l ( ’X ’ ) ; y l ab e l ( ’Y ’ ) ; z l a b e l ( ’Z ’ ) ; ax i s
17 equal ; hidden o f f ; colormap ( [ 0 1 1 ] ) ; t i t l e ( ’ S t e l l a t a t o r g r i d s ’ ) ;
18 subplot (223) ; mesh (X,Y,Z) ; view (0 ,90 ) ; x l ab e l ( ’X ’ ) ; y l ab e l ( ’Y ’ ) ; z l a b e l ( ’Z ’ )

;
19 ax i s equal ; hidden o f f ; colormap ( [ 0 1 1 ] ) ; t i t l e ( ’ S t e l l a t a t o r g r i d s ’ ) ;
20 subplot (224) ; mesh (X,Y,Z) ; view (90 ,0 ) ; x l ab e l ( ’X ’ ) ; y l ab e l ( ’Y ’ ) ; z l a b e l ( ’Z ’ )

;
21 ax i s equal ; hidden o f f ; colormap ( [ 0 1 1 ] ) ; t i t l e ( ’ S t e l l a t a t o r g r i d s ’ ) ;

结果如图9.10。
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图 9.10: 仿星器截面图示例(后附彩图)

我们接下来使用圆截面，看不同安全因子q时环位形中磁场环绕情况，以得
到直观认识。托卡马克、球马克、反场箍缩中磁力线环绕的示例图如图9.11、
图9.12、图9.13。
“draw field line.m”

1 c l o s e a l l ; c l e a r ; c l c ; R0=3;a=R0/3 ; kappa =1.5; d e l t a =0.5 ;b=0.0 ;
2

3 [ theta , phi ]=meshgrid ( 0 : 2∗ pi /500:2∗ pi ,−0.4∗ pi : 2∗ pi /500 : 1 . 0∗ pi ) ;
4 X=(R0−b+(a+b .∗ cos ( theta ) ) .∗ cos ( theta+de l t a .∗ s i n ( theta ) ) ) .∗ cos ( phi ) ;
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图 9.11: 托卡马克中磁力线(后附彩图)

图 9.12: 球马克中磁力线(后附彩图)

图 9.13: 反场箍缩中磁力线(后附彩图)
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5 Y=(R0−b+(a+b .∗ cos ( theta ) ) .∗ cos ( theta+de l t a .∗ s i n ( theta ) ) ) .∗ s i n ( phi ) ;
6 Z=(kappa∗a ) .∗ s i n ( theta ) ; R=R0+sq r t (X.ˆ2+Y.ˆ2 ) ;
7

8 h=su r f (X,Y, Z ,R) ; alpha ( 0 . 5 ) ; shading i n t e rp ; colormap ( j e t ) ;
9 % whitebg ( ’ b ’ ) ;

10

11 s e t (h , ’ FaceLight ing ’ , ’ f l a t ’ , ’ FaceColor ’ , ’ i n t e rp ’ , . . .
12 ’ AmbientStrength ’ , 0 . 3 ) ;
13 caml ight ( ’ r i g h t ’ ) ; l i g h t a n g l e (45 ,60) ;
14 l i g h t ( ’ p o s i t i o n ’ , [−3 ,−1 ,3] , ’ s t y l e ’ , ’ l o c a l ’ ) ; mate r i a l sh iny ;
15

16 ax i s equal ; ax i s t i g h t ; ax i s o f f ; hidden o f f ;
17

18 n=1; m=3; q=m/n ; s t r t i t l e =[ ’B F i e ld Line ,
19 q=m/n=’ , num2str (m) , ’ / ’ , num2str (n) , ’ , R0=’ , . . .
20 num2str (R0) , ’m, a=’ , num2str ( a ) , ’m, \kappa=’ , num2str ( kappa ) , . . .
21 ’ , \ de l t a=’ , num2str ( d e l t a ) ] ;
22 theta2 =0:2∗ pi /200:2∗max(m, n) ∗ pi ; phi2=q .∗ theta2 ;
23 x=(R0−b+(a+b .∗ cos ( theta2 ) ) .∗ cos ( theta2+de l t a .∗ s i n ( theta2 ) ) ) .∗ cos ( phi2 ) ;
24 y=(R0−b+(a+b .∗ cos ( theta2 ) ) .∗ cos ( theta2+de l t a .∗ s i n ( theta2 ) ) ) .∗ s i n ( phi2 ) ;
25 z=(kappa∗a ) .∗ s i n ( theta2 ) ; hold on ; p lo t3 (x , y , z , ’ r ’ , ’ LineWidth ’ , 1 ) ;
26

27 t i t l e ( s t r t i t l e ) ;

对于仿星器，磁力线稍复杂，读者可自己考虑。
很可惜，上面采用简单画法给出的磁力线，由于忽略了环效应，只在瘦环4情

况下接近真实情况，在球马克时差别较大。更合理的情况，需要由G-S方程的解来
给出，参见第4、5章。

9.8 光光光迹迹迹追追追踪踪踪

我们此前处理过大量均匀等离子体中的波与不稳定性，以及非均匀等离子体
中的各种本征模，那里一般是给定波矢k，求复频率ω。我们这里考虑问题的另一
面，给定外界注入的频率为ω的波源，看它在非均匀等离子体中如果传播，也即可
以看作是k的演化。最简化的情况就是所谓的光迹追踪（Ray Tracing），等价于
我们常用的几何光学。这个问题的详细讨论可以参考Tracy2014专著.
对于满足色散关系D(k, ω, t) = 0的等离子体波，波迹就是波的能流，由群速

度vg = ∂ω/∂k ≡ (∂ω/∂kx, ∂ω/∂ky, ∂ω/∂kz) 描述，也即波迹满足dr/dt = vg. 尽
管(k, ω)会随着波迹的路径r改变，但是D = 0总需要满足，因而[Miyamoto2000]

dr

ds
=
∂D

∂k
,

dk

ds
= −∂D

∂r
,

dt

ds
= −∂D

∂ω
,

dω

ds
=
∂D

∂t
, (9.16)

沿着波迹，变分δD = 0，即

δD =
∂D

∂k
· δk +

∂D

∂ω
· δω +

∂D

∂r
· δr +

∂D

∂t
· δt,

4我们常听到环径比或反环径比（aspect ratio，纵横比）的概念，ε = r/R。常说大环径比、小
环径比，通常说话者心中可能实际都是指ε� 1。因此，改用“瘦环”歧义可能会小些。
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及D = 0，我们有

dr

dt
=
dr

ds

( dt
ds

)−1

= −∂D
∂k

(∂D
∂ω

)−1

=
(∂ω
∂k

)
r,t=const.

= vg. (9.17)

方程9.16与哈密顿量为D的运动方程类似. 如果D与时间t无关，则对应与能量守恒.
如果对于固定ω，k = kr + iki是D = 0的解，并且|ki| � |kr|，我们有

D(kr + iki, ω) = Dr(kr, ω) +
Dr(kr, ω)

∂kr
· iki + iDi(kr, ω) = 0, (9.18)

从而得到

Dr(kr, ω) = 0

Dr(kr, ω)

∂kr
· ki = −Di(kr, ω).

因而沿着波迹波的强度I(r)变化为

I(r) = I(r0) exp
(
− 2

∫ r

r0

kidr
)
,

其中 ∫ r

r0

kidr =

∫ r

r0

ki ·
∂D

∂k
ds = −

∫
Di(kr, ω)ds = −

∫
Di(kr, ω)

|∂D/∂k|
dl.

dl是沿波迹路径的长度.
波迹追踪法主要的繁琐在于对于一般的波，即使是冷等离子体近似下，D的表

达式也较繁琐，尤其还需求∂D/∂k等各种导数. 关于tokamak中的波迹追踪，Tracy2014提
供了一个较详尽的代码Raycon5。

9.9 Nyquist图图图及及及柯柯柯西西西围围围道道道积积积分分分法法法求求求根根根

Nyquist图是作稳定性分析很有效的一种方法。经过改造，我们会发现Nyquist图
中用到的技术，也可用来对复数方程求根。

9.9.1 Nyquist不不不稳稳稳定定定性性性分分分析析析方方方法法法

根据柯西定理，对于给定只包含单零点的函数f(z)在复平面指定闭合区域的边
界C

N =
1

2πi

∮
C

f ′(z)

f(z)
dz, (9.19)

其中N是区域内的零点个数。我们可以证明所谓的Winding定理[参见Gurnett05，Chen87，Kravanja2000]

N =
1

2πi

∮
Cf

df

f
, (9.20)

5http://www.cambridge.org/9780521768061

http://www.cambridge.org/9780521768061
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这里的N是复平面(fr, fi)上的曲线Cf绕原点的圈数. 对于色散关系D(ω) = 0，Nyquist稳
定性分析的区域C = Cω为上半平面，即[−∞, 0] × [∞,∞]，也即，我们绕上面这
条ω = (ωr, ωi)平面的闭合曲线，计算对应的D(ω)，描在D = (Dr, Di)平面上得到
闭合曲线CD，CD绕原点的次数就是不稳定性的个数。Nyquist法比前面的直接柯
西积分法优势在于它只需要定性的在积分路径上选取一些点，定性的描绘出整条
曲线，就能判定不稳定性根的个数；而后者需要定量计算围道积分。

9.9.2 求求求复复复平平平面面面指指指定定定区区区域域域根根根个个个数数数

以下的讨论主要基于Kravanja2000。对于单零点，我们考虑更进一步的围道积
分方法，首先有

sp =
1

2πi

∮
C

zp
f ′(z)

f(z)
dz, p = 0, 1, 2, · · · (9.21)

我们考虑f(z)在区域C内的等效零点多项式(associated polynomial)

PN(z) = ΠN
k=1(z − Zk) = zN + σ1z

n−1 + · · ·+ σN , (9.22)

系数σp可以通过Newton’s identities求

s1 + σ1 = 0,

s2 + s1σ1 + 2σ2 = 0,
...,

sN + sN−1σ1 + · · ·+ s1σN−1 +NσN = 0,

因而计算了sp就能计算σp，再通过解PN(z) = 0就能得到f(z) = 0的所有根。这种
方法文献中称为Delves-Lyness法(1967)。这种方法对于N小的时候很有效，尤其对
于N ≤ 2时可以直接得到对应的根，但对于N大的时候误差较大。所以我们通常
会先求s0 = N，判定N的大小，对于N较大的，我们把区域C划分为更小的子区域
再去求根。对于Landau阻尼根，我们给出一个算例如图9.14，可以看到对于固定
的k，确实有系列根存在，这与我们在第6章讨论的一致。
在这里，我们围道积分如下求fun sp.m

1 % Hua−sheng XIE , FSC−PKU, huashengxie@gmail . com , 2016−10−03 22 :39
2 % Using quad , i n s t ead o f nx to c a l c u l a t e the i n t e g r a l contour
3 f unc t i on sp=fun sp (p , za , zb , t o l )
4 % Numbers o f z e r o s in r e c t ang l e domain , v ia Cauthy contour i n t e g r a l
5 % (xa , yb ) −−−−−−−−−−−−− (xb , yb )
6 % | ∗ |
7 % | root ( s ) |
8 % | ∗ |
9 % (xa , ya ) −−−−−−−−−−−−− (xb , ya )

10 % \ i n t c ( f ’ / f ) dz=2 i ∗ pi ∗N, N i s the # of roo t s in complex domain .
11 % s p =(1/2 i ∗ pi ) ∗\ i n t c ( zˆp∗ f ’ / f ) dz
12

13 i f nargin <4, t o l = [ ] ; end i f isempty ( t o l ) , t o l=1e−3; end
14

15 f=@( z ) fun f ( z ) .∗ z . ˆ p ; zc=r e a l ( zb )+1 i ∗ imag ( za ) ;
16 zd=r e a l ( za )+1 i ∗ imag ( zb ) ;
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图 9.14: 基于柯西围道积分的Delves-Lyness法求朗道阻尼指定区域所有根

17 sp=quad ( f , za , zc , t o l )+quad ( f , zc , zb , t o l )+quad ( f , zb , zd , t o l )+quad ( f , zd , za ,
t o l ) ;

18

19 sp=sp /(2∗ pi ∗1 i ) ;

简单通过如下方式划分子区域fun divide domain.m

1 % Hua−sheng XIE , FSC−PKU, huashengxie@gmail . com , 2016−10−08 13 :24
2 % Divide the o r i g i n a l domain to subdomains , with which conta in at most

M
3 % zeros , e . g . , M=1
4 f unc t i on [N, domain]= fun div ide domain ( za , zb ,M, t o l )
5

6 i f nargin <4, t o l = [ ] ; end
7 i f isempty ( t o l ) , t o l=1e−3; end
8

9 i n t f=fun sp (0 , za , zb , t o l ) ;
10 N=r e a l ( round ( i n t f ) ) ;
11 i f (N˜=0 && ˜ isnan (N) )
12 domain=repmat ( s t r u c t ( ’ za ’ , 0 . 0 , ’ zb ’ , 0 . 0 , ’N ’ ,0 ) ,N+1 ,1) ;
13

14 domain (1 ) . za=za ;
15 domain (1 ) . zb=zb ;
16 domain (1 ) .N=N;
17

18 i f (N>M)
19 nonzero index =1;
20 end
21 emptyindex =2:(N+1) ;
22 whi le (max ( [ domain .N] )>M)
23 % whi le (max ( [ domain ( nonzeroindex ) .N] )>M)
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24

25 jd=nonzeroindex (1 ) ;
26

27 tmpza=domain ( jd ) . za ;
28 tmpzb=domain ( jd ) . zb ;
29 tmpzc=0.49∗domain ( jd ) . za+0.51∗domain ( jd ) . zb ;
30

31 emptyindex=[ jd , emptyindex ] ;
32 nonzeroindex (1 ) = [ ] ;
33 domain ( jd ) .N=0;
34

35 % div ide to four subdomains
36 ind=emptyindex (1 ) ;
37 domain ( ind ) . za=tmpza ;
38 domain ( ind ) . zb=tmpzc ;
39 domain ( ind ) .N=round ( fun sp (0 , domain ( ind ) . za , domain ( ind ) . zb , t o l )

) ;
40 i f ( domain ( ind ) .N>0) % domain ( ind ) .N==0 or NaN, or not i n t e r g e
41 emptyindex (1 ) = [ ] ;
42 end
43 i f ( domain ( ind ) .N>M)
44 nonzero index=[nonzeroindex , ind ] ;
45 end
46 ind=emptyindex (1 ) ;
47 domain ( ind ) . za=r e a l ( tmpzc )+1 i ∗ imag ( tmpza ) ;
48 domain ( ind ) . zb=r e a l ( tmpzb )+1 i ∗ imag ( tmpzc ) ;
49 domain ( ind ) .N=round ( fun sp (0 , domain ( ind ) . za , domain ( ind ) . zb , t o l )

) ;
50 i f ( domain ( ind ) .N>0)
51 emptyindex (1 ) = [ ] ;
52 end
53 i f ( domain ( ind ) .N>M)
54 nonzero index=[nonzeroindex , ind ] ;
55 end
56 ind=emptyindex (1 ) ;
57 domain ( ind ) . za=r e a l ( tmpza )+1 i ∗ imag ( tmpzc ) ;
58 domain ( ind ) . zb=r e a l ( tmpzc )+1 i ∗ imag ( tmpzb ) ;
59 domain ( ind ) .N=round ( fun sp (0 , domain ( ind ) . za , domain ( ind ) . zb , t o l )

) ;
60 i f ( domain ( ind ) .N>0)
61 emptyindex (1 ) = [ ] ;
62 end
63 i f ( domain ( ind ) .N>M)
64 nonzero index=[nonzeroindex , ind ] ;
65 end
66 ind=emptyindex (1 ) ;
67 domain ( ind ) . za=tmpzc ;
68 domain ( ind ) . zb=tmpzb ;
69 domain ( ind ) .N=round ( fun sp (0 , domain ( ind ) . za , domain ( ind ) . zb , t o l )

) ;
70 i f ( domain ( ind ) .N>0)
71 emptyindex (1 ) = [ ] ;
72 end
73 i f ( domain ( ind ) .N>M)
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74 nonzeroindex=[nonzeroindex , ind ] ;
75 end
76 end
77 domain ( emptyindex ) = [ ] ;
78

79 e l s e
80 domain . za=za ;
81 domain . zb=za ;
82 domain .N=0;
83 end

通过如下方式求根fun rt.m

1 % Hua−sheng XIE , FSC−PKU, huashengxie@gmail . com , 2016−10−07 13 :00
2 % fun f .m, g ive f ( z )=D’/D which determined by D( z )
3 f unc t i on [N, r t ]= fun r t ( za , zb , t o l )
4

5 i f nargin <3, t o l = [ ] ; end
6 i f isempty ( t o l ) , t o l=1e−3; end
7

8 % Calcu la te N, the # of roo t s in complex domain
9 i n t f=fun sp (0 , za , zb , t o l ) ;

10 N=r e a l ( round ( i n t f ) ) ;
11 i f ( ( abs (N− i n t f ) >0.2) )
12 di sp ( ’ Accuracy not s u f f i e n t , need l a r g e r nx ! ! ’ ) ;
13 r t=NaN+1 i ∗NaN;
14 re turn ;
15 e l s e i f (N==0)
16 di sp ( ’N=0 in t h i s domain ! ! ’ ) ;
17 r t=NaN+1 i ∗NaN;
18 re turn ;
19 end
20

21 % Calcu la te s p =(1/2 i ∗ pi ) ∗\ i n t c ( zˆp∗ f ’ / f ) dz
22 sp=ze ro s (N, 1 ) ; MA=ze ro s (N,N) ; Mb=ze ro s (N, 1 ) ;
23 f o r p=1:N
24 sp (p)=fun sp (p , za , zb , t o l ) ;
25 Mb(p)=−sp (p) ;
26 MA(p , p)=p ;
27 f o r jp =1:N
28 ind=jp−p ;
29 i f ( ind>=1)
30 MA( jp , ind )=sp (p) ;
31 end
32 end
33 end
34 % sigmap=Mb\MA; % wrong
35 sigmap=MA\Mb; % ca l c u l a t e simagp , from MA∗ sigmap=Mb
36 r0=roo t s ( [ 1 ; sigmap ] ) ;
37 [ r i , j r ]= so r t ( imag ( r0 ) , ’ descend ’ ) ;
38 r t=r0 ( j r ) ;

基于Vandermonde矩阵和Hankel矩阵，Kravanja2000进一步讨论了求零点及其
阶数，以及包含极点的情况，这里我们不再详述。
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9.10 电电电荷荷荷片片片模模模拟拟拟

等离子体物理中的粒子模拟基本上就是PIC（Particle-in-Cell），但实际上早期
也有不少其他模拟方式。这里介绍[O’Neil1971]研究经典的bump-on-tail问题，用
的是一种电荷片模拟方法，以开阔眼界。由于对原始方程通过解析计算进行了改
造，也可算一种半模拟半解析的方法。研究聚变装置中（由聚变反应或中性束注
入等方式产生的）高能粒子行为，通常第一步是熟悉O’Neil的经典一维静电束-等
离子体相互作用问题，第二步是熟悉Berk-Breizman 的BB模型，第三步是熟悉可
与聚变实验定量对比的Chen（陈骝）-Zonca鱼骨模（fishbone）问题6 及其他各种

非线性的工作。因此这一节不只是一个示例，也有实际用处。
从原始问题推导出的方程为（[O’Neil1971]）

ξ̈j (τ) = −iΦ (τ) exp [iξj (τ)] + c.c.,

Φ̇ (τ) =
−i
M

M∑
j=1

exp [−iξj (τ)],

Φ (τ) = Φ (0) exp

(
−i
∫ τ

0

Ω (τ ′) dτ ′
)
. (9.23)
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图 9.15: 非线性束流相空间演化图（相混结构）

用R-K 四阶进行求解，“nonlinear beam rk4.m”

1 c l o s e a l l ; c l e a r ; c l c ;
2 np=1000; dt =0.01; nt=1800; L=2.0∗ pi ;

6Chen&Zonca2016RMP。Rev. Mod. Phys.是物理学中最主要的综述论文期刊，上面发表文章
的作者基本代表着一个领域的权威，该期刊只接受邀请不接受自行投稿。华人在该期刊上发表的论
文还非常少，近年慢慢多起来。
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3 xp=l i n s p a c e (0 ,L−L/np , np) ’ ; % xpj ( t=0)
4 phi =0.01;
5 ph i t = [ ] ; Ek t = [ ] ; Omega t = [ ] ;Gamma t= [ ] ;
6

7 omega (1 ) =0.5∗(−1+ sq r t (3 ) ∗1 i ) ;
8 % po s i t i o n perurbat ion use the 1 s t order approximation ( Zonca l e c t u r e

3:3−7)
9 xp=xp+2∗ r e a l ((0+1 i ) ∗phi (1 ) ∗exp ((0+1 i ) ∗xp ) /omega (1 ) ˆ2) ;

10 vp=0.∗xp+2∗ r e a l ( phi (1 ) ∗exp ((0+1 i ) ∗xp ) /omega (1 ) ) ;
11 sum( exp(−1 i ∗xp ) )
12

13 % % bc
14 t=l i n s p a c e (0 , nt∗dt , nt ) ;
15 tmx=max( t ) ;
16 ta=0; %ta=tmx ∗0 . 2 5 ;
17 h=f i g u r e ( ’ un i t ’ , ’ normal ized ’ , ’ p o s i t i o n ’ , [ 0 . 1 , 0 . 1 , 0 . 6 , 0 . 7 ] , . . .
18 ’ DefaultAxesFontSize ’ ,12) ;
19 jp =1;
20 f o r i t =1: nt
21

22 % RK−4, 1 s t s tep
23 u1=vp ;
24 a1=2.0∗ r e a l (−(1 i ∗phi ) .∗ exp (1 i .∗ xp ) ) ;
25 g1=−1i ∗sum( exp(−1 i .∗ xp ) ) /np ;
26 % RK−4, 2nd step
27 xtmp=xp+0.5.∗ dt .∗ u1 ;
28 vtmp=vp+0.5.∗ dt .∗ a1 ;
29 phitmp=phi +0.5∗dt∗g1 ;
30 u2=vtmp ;
31 a2=2.0∗ r e a l (−(1 i ∗phitmp ) .∗ exp (1 i .∗ xtmp) ) ;
32 g2=−1i ∗sum( exp(−1 i .∗ xtmp) ) /np ;
33 % RK−4, 3 rd step
34 xtmp=xp+0.5.∗ dt .∗ u2 ;
35 vtmp=vp+0.5.∗ dt .∗ a2 ;
36 phitmp=phi +0.5∗dt∗g2 ;
37 u3=vtmp ;
38 a3=2.0∗ r e a l (−(1 i ∗phitmp ) .∗ exp (1 i .∗ xtmp) ) ;
39 g3=−1i ∗sum( exp(−1 i .∗ xtmp) ) /np ;
40 % RK−4, 4 th step
41 xtmp=xp+dt .∗ u3 ;
42 vtmp=vp+dt .∗ a3 ;
43 phitmp=phi+dt∗g3 ;
44 u4=vtmp ;
45 a4=2.0∗ r e a l (−(1 i ∗phitmp ) .∗ exp (1 i .∗ xtmp) ) ;
46 g4=−1i ∗sum( exp(−1 i .∗ xtmp) ) /np ;
47 % RK−4, push
48 xp=xp+dt . / 6 . 0 . ∗ ( u1+2.0.∗u2+2.0.∗u3+u4 ) ;
49 vp=vp+dt . / 6 . 0 . ∗ ( a1 +2.0.∗ a2 +2.0.∗ a3+a4 ) ;
50 phitmp=phi ;
51 phi=phi+dt /6 .0∗ ( g1+2.0∗g2+2.0∗g3+g4 ) ;
52 % Omega
53 Omega=1 i ∗( phi−phitmp ) /dt/phi ;
54 Gamma=(abs ( phi )−abs ( phitmp ) ) /dt/abs ( phi ) ;
55
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56 % bc
57 xp=xp . /L+100.0;
58 xp=L . ∗ ( xp−f l o o r ( xp ) ) ;
59

60 % plo t
61 i f (mod( i t , f l o o r ( nt /6) )==1 && jp<=6)
62 subplot (2 , 3 , jp ) ; jp=jp +1;
63 p lo t (xp , vp , ’ . ’ ) ; xl im ( [ 0 ,L ] ) ; yl im ( [ − 4 . 0 , 3 . 0 ] ) ;
64 t ex t ( 0 . 1∗L , 2 . 0 , num2str ( i t ∗dt , ’ t=%04.2 f ’ ) ) ;
65 x l ab e l ( ’POSITION(\ x i ) ’ ) ; y l ab e l ( ’VELOCITY(\ x i ’ ’ ) ’ ) ;
66 end
67 ph i t =[ ph i t , phi ] ; % record phi ( t )
68 Ek t=[Ek t , mean(vp ) ] ;
69 Omega t=[Omega t ,Omega ] ;
70 Gamma t=[Gamma t ,Gamma ] ;
71 end
72 %%
73 h=f i g u r e ( ’ un i t ’ , ’ normal ized ’ , ’ p o s i t i o n ’ , [ 0 . 0 2 , 0 . 1 , 0 . 6 , 0 . 7 ] , . . .
74 ’ DefaultAxesFontSize ’ ,12) ;
75 subplot (221) ; p l o t ( t , abs ( ph i t ) , ’ l i n ew id th ’ , 2 ) ;
76 x l ab e l ( ’ \ tau ’ ) ; y l ab e l ( ’ | \ phi (\ tau ) | ’ ) ; xl im ( [ ta , tmx ] ) ; yl im ( [ 0 , 1 . 2 ] ) ; g r id

on ;
77 subplot (222) ; p l o t ( t , Ek t , ’ r ’ , t , abs ( ph i t . ˆ 2 ) , ’ g ’ , t , Ek t+abs ( ph i t . ˆ 2 ) , ’

b ’ , ’ l i n ew id th ’ , 2 ) ;
78 x l ab e l ( ’ \ tau ’ ) ; y l ab e l ( ’ENERGY’ ) ; xl im ( [ ta , tmx ] ) ;
79 l egend ( ’ E k ’ , ’ | \ phi |ˆ2 ’ , ’ E { t o t a l } ’ , 2 ) ; l egend ( ’ boxo f f ’ ) ;
80 subplot (223) ; p l o t ( t , imag (Omega t ) , ’ l i n ew id th ’ , 2 ) ; hold on ;
81 p lo t ( [ ta , tmx ] , [ 0 , 0 ] , ’ r−− ’ ) ; p l o t ( [ 0 , tmx ] , [ s q r t (3 ) /2 , s q r t (3 ) /2 ] , ’ r−− ’ ) ;
82 x l ab e l ( ’ \ tau ’ ) ; y l ab e l ( ’ \Omega {IMAG} ’ ) ; xl im ( [ ta , tmx ] ) ;
83 subplot (224) ; p l o t ( t , r e a l (Omega t ) , ’ l i n ew id th ’ , 2 ) ; hold on ;
84 p lo t ( [ 0 , tmx ] , [ −0 .5 , −0 .5 ] , ’ r−− ’ ) ;
85 x l ab e l ( ’ \ tau ’ ) ; y l ab e l ( ’ \Omega {REAL} ’ ) ; xl im ( [ ta , tmx ] ) ;
86 pr in t ( gcf , ’−dpng ’ , ’ nonlinearbeam−t 2 ’ ) ;

结果如图9.16和图9.16。图9.15中可看到明显的螺旋结构，这符合理论的估计。

以上结果与直接PIC非线性模拟（第8章）的结果类似。

9.11 粒粒粒子子子模模模拟拟拟方方方法法法补补补述述述

尽管等离子体中的粒子模拟主要是指PIC方法，但是粒子模拟方法实际有许多
种，比如从头算起（Ab inito）方法、粒子–粒子模拟法、分子动力学模拟，等。

9.11.1 一一一维维维静静静电电电粒粒粒子子子模模模拟拟拟中中中的的的问问问题题题

这是在一般书籍和文献中都未提及的，但有助于更进一步理解粒子模拟（不限
于）。
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图 9.16: 势能、动能、总能量及增长率随时间的变化

9.11.1.1 真真真的的的是是是粒粒粒子子子吗吗吗

首先我们知道，粒子模拟（PIC）使用了粒子云方法，粒子变成了粒子集
团，所谓的有限大小粒子，这样既大大减少了粒子模拟所需要的粒子数，也避
免了一些其他数值问题，譬如，粒子-粒子模拟中短程力无限大的问题。通常叫
法，particle改称为maker。

然而问题还有另一个方面。一维的粒子与三维中差在哪？与束缚在长直绳上的
粒子运动规律类似吗？其实，一维的粒子回到三维，代表的是一个均匀带电的无
限平板；二维粒子，是一条无限长均匀带电的直线。

9.11.2 粒粒粒子子子-粒粒粒子子子模模模拟拟拟

严格来讲等离子体中的粒子是时刻运动着的，它们之间的相互作用不只有静电
力，还与传播延迟的额外力。所以抛弃Maxwell方程组，只考虑粒子-粒子间的直
接相互作用，尤其只考虑q1q2/r

2的库仑力，仅仅是最粗糙的近似。比如，费曼物
理学讲义第1卷第28章中给出的点电荷产生的更复杂的电磁场为

E = − q

4πε0

[er′
r′2

+
r′

c

d

dt

(er′

r′2

)
+

1

c2
d2er′

dt2

]
, (9.24)

B = −er′ ×
E

c
(9.25)

其中c为光速。由于有了Maxwell方程，实际模拟中我们已经很少这样去求运动点
电荷间的相互作用，而是直接通过麦氏方程求得电磁场，再用电磁场求电荷的运
动。
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9.11.3 分分分子子子动动动力力力学学学模模模拟拟拟

分子动力学（molecular dynamics）最初在1950s晚期和1960s7早期发展于理论

物理，不过，现今主要用在材料和生物分子模拟方面。

9.12 再再再论论论朗朗朗道道道阻阻阻尼尼尼

通常，通过解色散关系和解本征矩阵会得到同样的解。但，很奇怪的一点是，
朗道阻尼的解（简正模）并非本征解，而束流不稳定性的增长解却可以是本征
值。这里的本征解是只把原始方程化为一个本征矩阵后所求得的本征值。对于一

维静电问题，对应的是所谓的Case-Van Kampen模。

9.12.1 Case-Van Kampen模模模

在第6.7.2小节，我们并没有讨论初始分布δf(v, 0)对模拟结果的影响。
我们来求解初值问题，类似Chen1987和Jackson1960，应用时间Laplace变换(Lp)和

空间Fourier变换(Fr)，得到

δE(t, k) =

∫
Cω

e−iωtdω

2π

[ ∫
dv

δfk(0)

(ω − kv)D(ω, k)

]
. (9.26)

我们对渐近行为感兴趣，所以只有ω = kv的极点和最大的=ωm的简正模被保留.
由方程(9.26)我们有

lim
t→∞

δE =
1

2π

∫
vL

dv
[ e−ikvtδfk(0)
DVP(kv, k)︸ ︷︷ ︸
ballistic part

+
e−iωmt

(ωm − kv)∂ωmD︸ ︷︷ ︸
Landau part

]
. (9.27)

这个方程的渐近行为依赖与初始扰动δf(v, 0)，比如对于初始扰动δf(v, 0) = A0 exp[−(v−
ua)

2/u2
b ]，其中|ua| � (|ub||ωr/k|)，这里ωr为阻尼最小的朗道模，可以得到弹道模

的衰减形式为exp(−ikuat− k2u2
bt

2) Chen1987. 相反，比如，慢的代数衰减模

∝ 1

t
sin(kubt) exp(−ikuat), (9.28)

可以被如下的初始扰动产生Chen1987

δf(v, 0) =

{
A0, for |v − ua| ≤ ub,
0, otherwise,

(9.29)

这个扰动不是holomorphic，因而不是一个entire函数. 一个初值模拟结果显示在
图9.17.
因而，尽管绝大部分时候，我们能够看到朗道阻尼模，但对于少数非整函数

的扰动，衰减比较慢，朗道阻尼不见得能看到。这些衰减慢的模来自弹道模，
与Case-Van Kampen8的本征模解[Case1959,Van Kampen1955]密切相关。我们接下

7 [Rahman1964] A. Rahman, Correlations in the Motion of Atoms in Liquid Argon, Phys Rev
136 (2A): A405-A411, 1964. 如果你还记得，我们在绪论中提到过以Aneesur Rahman(1927.08.24-
1987.06)命名的计算物理奖项，Rahman被看作是分子动力学之父。

8Nico van Kampen (1921.06.22–2013.10.06)，荷兰理论物理学家，主要工作集中在统计物理，
是诺贝尔奖获得者理论物理学家Gerard ’t Hooft (1946.07.05)的叔叔。
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图 9.18: V-A simulation of the residual E mode

来讨论Vlasov-Ampere系统会进行本征模求解。

9.12.2 Vlasov-Ampere系系系统统统

对于静电问题，Vlasov-Ampere系统与Vlasov-Possion系统原则上等价，通过连
续性方程（∂tρ+ ∂xJ = 0, 其中ρ =

∫
δfdv 及J =

∫
vδfdv）可证。因而，两者的色

散关系相同。但是，实际的数值求解中，发现很难看到好的朗道阻尼。为什么？
这主要是系统中多出了一支零频的剩余模，它由电场的初值扰动引起，随时间并
不会完全衰减到零，从而在系统中占主导[Xie2013b]，除非强制以Poisson方程的解
作为初值。

通过安培定律(9.30b)，原V-P系统(6.62)变为

∂tδf = −ikvδf + δE∂vf0, (9.30a)

∂tδE =

∫
vδfdv. (9.30b)

9.12.2.1 初初初始始始值值值解解解

对于V-A 系统，在时间上做拉普拉斯变换(Lp)，在空间上做傅里叶变换(Fr)可
以得到

δE(t, k) = L−1
p δÊ(ω, k) (9.31)

=

∫
Cω

e−iωtdω

2π

[ ∫
dv

vδfk(0)

(ω − kv)D(ω, k)
− δEk(0)

D(ω, k)

]
,
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我们对渐进行为感兴趣，故只保留了ω = kv 极点和最大-=ωm 简正模. 从方
程(9.31) 我们有

lim
t→∞

δE =
1

2π

∫
vL

dv
[ ve−ikvtδfk(0)
DVA(kv, k)︸ ︷︷ ︸
ballistic part

+
ve−iωmt

(ωm − kv)∂ωmD︸ ︷︷ ︸
Landau part

]

−
∫
Cω

e−iωtdω

2π

δEk(0)

DVA(ω, k)︸ ︷︷ ︸
initial δE part

. (9.32)

注意有关系kDVA = ωDVP, 方程(9.32) 和(9.27) 的主要区别在于初始δE
或δE(0) 是一个常量. 为了确认这是一个特征的渐进行为，我们在积分的δE部
分中令DVA ≈ ω得到剩余模.

lim
t→∞

[δEVA(t)− δEVP(t) + δEPoisson(0)] ∝ δE(0). (9.33)

9.12.2.2 V-A 系系系统统统的的的本本本征征征模模模

其他现象和朗道阻尼相关. 例如，朗道阻尼简正模在V-P 系统中不是本征模，
尽管一支增长的简正模可以是本征模(参考如Ref. [Bratanov2012]). 考虑碰撞项的
本征模问题以及与无碰撞情况的联系已经被研究过，他们使用的新的数值研究方
法考虑了CvK 本征模和朗道简正模的联系. 在朗道阻尼模的实频部分会发生谱线
密度累积.
我们把方程写成矩阵形式M · ~F = ω ~F , 其中∂t = −iω. V-P 系统中的本征向

量~F = {Fj} = {δf(vj)}, 其中vj = vmin + (j − 1)∆v, j = 1, 2, 3, ..., Nv + 1. Bratanov

在数值上验证了虽然~F 的所有(CvK)本征值解是非阻尼的，但解的积分与δE相关,
并由于相混可以得到朗道阻尼.
这里就有一个问题: 如果δE (the moment) 也包含在本征向量~F中呢? 它会直接

给出朗道解，从而朗道阻尼模能够是本征模吗? V-A 系统能将δE 直接包含在~F中.
这样V-A 系统的本征向量就会变成

~F = {Fj} =

{
δf(vj), j = 1, 2, 3, · · · , N + 1,
δE, j = N + 2.

(9.34)

利用方程(6.62) 和(9.30), 我们就可以很容易分别得到V-P 和V-A 系统的本征矩
阵M 里的元素.
结果由图9.19所示. 在图(a) 中没有本征模和正则模一致. 也就是说我们的结果

说明在V-A 系统中朗道阻尼模不是一支本征模.
V-A 和V-P 系统唯一的区别在于ωr = 0 处附近的谱线密度: V-A 系统在ωr = 0

出会有额外的聚点(accumulating point)[见图(b)]. 注意方程Eq.(9.32), 我们可以认
为这个聚点是由E 模，特别是常数剩余E模(constant residual E mode)产生. 这
样ω = 0 有两个解存在: 一个来自于连续CvK 模，另一个来自于新的剩余E模，它
在谱密度图的ωr = 0 处产生一个奇点[图(b)]. 图(c) 和(d) 是两个莫对应的本征函
数δf(vj). 就如预期一样，连续CvK模的本征函数是奇异的，而E 模的本征函数要
更平滑[由于数值误差(ω ' 10−16 6= 0), 目前我们并不知道(c)图v = 0处的δ奇点是
一个正确的结构还是数值错误. 图(c) 和(d)峰处的值∆+(δfvj=0) ≡ δf(∆v) − δf(0)
或∆−(δfvj=0) ≡ δf(0)− δf(−∆v) 还对分立的格点大小∆v很敏感.].
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图 9.19: V-A系统的本征模. (a)对比色散关系解的朗道阻尼模, (b)谱密度, (c)和(d)
是相应的ω = 0的剩余模和连续谱CvK模的本征函数.

9.12.3 连连连续续续谱谱谱、、、离离离散散散谱谱谱和和和剩剩剩余余余谱谱谱共共共存存存

我们前面看到对于麦氏分布，V-P系统的本征解只有连续谱，模结构是δ函数形
式，朗道阻尼是这些本征模叠加效应并非真正的离散谱，也即本征解中不存在朗
道模。这使得我们的本征法解朗道阻尼模失效，只能通过解析延拓后的色散关系
来求解或者初值模拟解。V-A系统中除了连续谱外，只是多一支剩余谱，它的出现
使得朗道模在模拟中更难看到。数学上，一个本征系统通常可能有三种谱：连续
谱、离散谱和剩余谱。

我们这里感兴趣的是，是否有一个等离子体系统能同时存在着三种谱？答案
是，可以。只需要把V-A系统中的平衡分布函数从麦氏分布改为含有不稳定性的分
布函数，比如前面的束流分布。
示例的求解代码如下

1 % Hua−sheng XIE , 17−01−05 16 :13 , f beam eigmode .m
2 % To show the ex i s t e n c e o f three types o f s p e c t r a l ( continuum , d i s c r e t e

and r e s i d u a l modes )
3 % in Vlasov−Ampere system with bump−on−t a i l d i s t r i b u t i o n func t i on
4 c l o s e a l l ; c l e a r ; c l c ;
5

6 k=0.2;vmax=8.0; N=128∗2/1;
7 v = l i n s p a c e (−vmax , vmax ,N+1) ; % row o f the vec to r v
8 dv = v (2) − v (1) ;
9

10 %%
11 Nv=N+1;
12 Mva=ze ro s (Nv+1) ;
13
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14 nb=0.2; vtm=1.0; vtb=1∗vtm ; vb=5∗vtm ;% Maxwellian or bump−on−t a i l
15 f o r j =1:Nv
16 f 0 ( j )=(1−nb) /vtm/ sq r t (2∗ pi ) ∗exp (−0.5∗(v ( j ) /vtm) ˆ2) + . . .
17 nb/vtb/ sq r t (2∗ pi ) ∗exp (−0.5∗(( v ( j )−vb ) /vtb ) ˆ2) ;
18 dvf0 ( j )=−v ( j )∗(1−nb) /vtmˆ3/ sq r t (2∗ pi ) ∗exp (−0.5∗(v ( j ) /vtm) ˆ2) − . . .
19 ( v ( j )−vb ) ∗nb/vtb ˆ3/ sq r t (2∗ pi ) ∗exp (−0.5∗(( v ( j )−vb ) /vtb ) ˆ2) ;
20 end
21

22 f o r j =1:Nv
23 Mva( j , j )=k∗v ( j ) ;
24 Mva( j ,Nv+1)=1 i ∗dvf0 ( j ) ;
25 Mva(Nv+1, j )=1 i ∗v ( j ) ∗dv ;
26 end
27

28 w=e i g (Mva) ;
29 [ neww , inds ] = so r t ( r e a l (w) ) ;
30

31 h=f i g u r e ( ’ un i t ’ , ’ normal ized ’ , ’ Po s i t i on ’ , [ 0 . 0 1 0 .07 0 .6 0 . 7 5 ] ) ;
32 s e t ( gcf , ’ DefaultAxesFontSize ’ ,15) ;
33

34 subplot (235) ;
35 p lo t (v , f0 , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
36 x l ab e l ( ’ v j ’ ) ; y l ab e l ( ’ f 0 ’ ) ;
37

38 subplot (236) ;
39 t ex t ( 0 . 2 , 0 . 5 , [ ’ v {max}= ’ , num2str (vmax) ,10 , ’N v=’ , num2str (N) , 1 0 , . . .
40 ’ n b=’ , num2str (nb) ,10 , ’ v b=’ , num2str ( vb ) , 1 0 , . . .
41 ’ v { tb}= ’ , num2str ( vtb ) ,10 , ’ k=’ , num2str ( k ) ] , ’ Fonts i z e ’ ,12) ;
42 ax i s o f f ;
43

44 subplot (231) ; p l o t ( r e a l (w) , imag (w) , ’ x ’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
45 x l ab e l ( ’ \omega r ’ ) ; y l ab e l ( ’ \omega i ’ ) ; hold on ;
46 t i t l e ( ’ ( a ) V−A eigenmode s o l u t i o n s ’ ) ;
47

48 subplot (232) ;
49 [VV0,MM0]= e i g s ( spar s e (Mva) ,2 , ’ l i ’ ) ;
50 p lo t (v , r e a l (VV0( 1 : ( end−1) ,1 ) ) , v , imag (VV0( 1 : ( end−1) ,1 ) ) , ’−− ’ , ’ LineWidth ’

, 2 ) ;
51 x l ab e l ( ’ v j , \gamma>0 d i s c r e t e mode ’ ) ; y l ab e l ( ’ \ de l t a f ( v j ) ’ ) ;
52 t i t l e ( [ ’ ( c ) \omega=’ , num2str (MM0(1 , 1 ) ,3 ) ] ) ;
53

54 [VV,MM]= e i g s ( spar s e (Mva) , 6 , 0 . 0 1 ) ;
55 subplot (233) ;
56 p lo t (v , r e a l (VV( 1 : ( end−1) ,2 ) ) , v , imag (VV( 1 : ( end−1) ,2 ) ) , ’−− ’ , ’ LineWidth ’

, 2 ) ;
57 x l ab e l ( ’ v j , r e s i d u a l mode ’ ) ; y l ab e l ( ’ \ de l t a f ( v j ) ’ ) ;
58 t i t l e ( ’ ( c ) \omega=0 ’ ) ;
59 subplot (234) ;
60 p lo t (v , r e a l (VV( 1 : ( end−1) ,1 ) ) , v , imag (VV( 1 : ( end−1) ,1 ) ) , ’−− ’ , ’ LineWidth ’

, 2 ) ;
61 x l ab e l ( ’ v j , continuum mode ’ ) ; y l ab e l ( ’ \ de l t a f ( v j ) ’ ) ;
62 hl2=legend ( ’Re [\ de l t a f ] ’ , ’ Im [\ de l t a f ] ’ , 1 ) ;
63 s e t ( hl2 , ’ Fonts i z e ’ ,10 , ’Box ’ , ’ o f f ’ ) ;
64 t i t l e ( ’ (d) \omega=0 CvK ’ ) ;
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图 9.20: 对于束流分布函数，V-A系统可以同时存在三种本征模：连续谱、离散谱
和剩余谱.

65

66 %%
67 % plo t contour o f the Landau s o l u t i o n
68 wrmax=2; wimax=0.5; wrmin=−wrmax ; wimin=−2∗wimax ;
69 vc = 0 : 0 . 0 0 1 : 0 . 0 1 ;
70 ze ta=@(x ) faddeeva (x ) ∗1 i ∗ s q r t ( p i ) ;
71 zetay=@(x ) (1+x .∗ ze ta (x ) ) ;
72 [Rew, Imw] = meshgrid (wrmin : . 0 0 2 : wrmax , wimin : . 0 0 2 : wimax) ;
73 f 1 = kˆ2 + (1−nb) ∗ zetay ( (Rew+1 i ∗Imw) /( sq r t (2 ) ∗k ) )+ nb/vtb ˆ2∗ zetay ( (Rew

+1 i ∗Imw−k∗ s q r t (1 ) ∗vb ) /( sq r t (2 ) ∗k∗vtb ) ) ;
74 f = sq r t ( r e a l ( f 1 ) . ˆ2 + imag ( f1 ) . ˆ 2 ) ;
75 subplot (231) ; hold on ;
76 contour (Rew, Imw, f , vc ) ;
77 hl=legend ( ’ eigenmodes ’ , ’ Landau s o l u t i o n s ’ , 4 ) ;
78 s e t ( hl , ’ Fonts i z e ’ , 6 , ’Box ’ , ’ o f f ’ ) ;
79 ylim ( [ wimin , wimax ] ) ; xl im ( [ −3 ,4 ] ) ;
80

81 pr in t ( ’−dpng ’ , ’ eigenmode . png ’ ) ;

结果显示在图9.20中，可以看到，确实三种本征模均存在：连续谱、离散谱和剩余
谱。这可能是等离子体中最简单的一个三种本征模均存在的系统，目前暂不清楚
是否是已知的唯一一个，以及背后的物理意义依然有待研究。
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习习习题题题

1. 解以下化学振荡方程 
dX

dt
= A− (B + 1)X +X2Y

dY

dt
= BX −X2Y

.

2. 解以下反应-扩散（reaction-diffusion）方程，得到斑图（pattern）
∂A

∂t
= DA∇2A− AB2 + f(1− A)

∂B

∂t
= DB∇2B + AB2 − (f + k)B

.

3. 用谱方法求解正文中的KdV方程和非线性薛定谔方程。

4. 解以下二维平流-扩散（reaction-diffusion）方程，得到涡旋结构
∂w

∂t
= ν

( ∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
w +

∂ψ

∂y

∂w

∂x
− ∂ψ

∂x

∂w

∂y
,

w =
( ∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
ψ,

.

其中ψ和w分别为流函数(stream function)和涡量(vorticity)。周期边界，初始
条件w(x, y, 0) = sech(x2 + y2/20), ν = 0.01. 可以采用谱方法求解，比如参
考[张晓2016]。



第第第 10章章章 附附附录录录

“All true genius is unrecognized.”1

- Friedrich Durrenmatt, The physicist
可能对某些读者，说不定本书真正实用的反而是这个附录。

10.1 等等等离离离子子子体体体物物物理理理基基基本本本参参参数数数计计计算算算器器器

对于大部分需要代入具体数值作计算的人（尤其实验人员）来说，麻烦不在
于各种参数的计算公式找不到，而在于代入数据作计算这一步很繁琐，且易于出
错。因此，这里不提供各种公式表达式，而只提及本书附件中给出的“等离子体
物理常用参数计算器”。只需输入密度、温度、磁场等基本量，各种常用基本量
均自动计算好，包括基本物理量（图10.1）和磁约束聚变（托卡马克）中常用量。
计算器采用“电子表格”形式，各种操作系统下各种常规电子表格软件应均可

使用。

10.2 矢矢矢量量量、、、张张张量量量和和和磁磁磁面面面坐坐坐标标标

托卡马克中平衡态的等离子体的磁场通常形成磁面，磁力线与磁面重合，许多
物理量(如温度、密度)也通常是磁面的函数。因而通过构造磁面坐标有效的利用这
一对称性有助于简化计算。这里简单介绍磁面坐标中相关的矢量运算及带偏移的

托卡马克同心圆磁面位形。详细的介绍可以参考Xie2015thesis和Shafeq文档2。

10.2.1 度度度规规规张张张量量量与与与雅雅雅可可可比比比

欧几里得坐标(Euclidean coordinate) r(x, y, z) 用任意其他曲线坐标(u1, u2, u3)
可以表示为

x = x(u1, u2, u3), y = y(u1, u2, u3), z = z(u1, u2, u3), (10.1)

或者反过来

u1 = u1(x, y, z), u2 = u2(x, y, z), u3 = u3(x, y, z). (10.2)

1取自P. H. Diamond 2011年Alfven Prize讲稿。
2http://hsxie.me/codes/shafeq/

257
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注：以下，蓝色为输入的参数，按自己的需要进行调整，紫色为自动计算输出的参数。

第二部分 基本量的计算

电子等离子体频率
omega_p(Hz)

电子密度（m^-3） 注：以下速度等的计算均未计入相对论效应。

3.478E+10 1.50E+19

离子等离子体频率
omega_p(Hz)

离子密度（m^-3） 荷电数Z 离子质量/质子质量

8.133E+08 1.50E+19 1 1

电子回旋频率
omega_ce（Hz)

离子回旋频率omega_ce（Hz) 低杂波频率omega_ce（Hz) 磁场（特斯拉）

8.40E+10 4.56E+07 1.96E+09 3

电子回旋半径
（m）

电子热速度（m/s） 电子温度（eV） 电子温度（开尔文）

4.20E+03 2.22E+07 2.80E+03 3.25E+07

离子回旋半径
（m）

离子热速度（m/s） 离子温度（eV） 离子温度（开尔文）

1.52E+05 4.38E+05 2.00E+03 2.32E+07

阿尔芬速度 离子声速（Ti=0)
等离子体趋肤深度
c/omega_pe（m）

电子德拜长度（m）

1.69E+07 5.18E+05 1.37E-01 1.02E-04

德拜球内电子数 电子德布罗意波长（m） 电子朗道长度e^2/kT（m）
电子博姆扩散系数

（cm^2/s）
6.58E+07 5.21591E-12 5.14286E-13 5.83E+01

beta（磁压/等离
子体压力）

碰撞参数Λ
电子-电子碰撞频率（sec^-

1）
碰撞平均自由程（m）

3.22E-03 5.92E+08 1.02E+04 8.80E+03

电场E（V/m） E×B漂移速度VE（m/s）
1.00E+04 3.33E+03

第三部分 托卡马克中常用参数

大半径R（m）
小半径r（m），待考察的位

置，不一定是边界处
局域安全因子q(r)

特征平行波数
k_para=1/(2qR) (m^-1)

3 1 2 8.33E-02

极向模数m 环向模数n
与(m,n)关联的平行波数

(nq-m)/(qR)
特征阿尔芬频率（Hz）,

约为TAE频率
7 5 5.00E-01 2.24E+05

局域阿尔芬频率
（Hz）

抗磁性漂移速度Vd（m/s）
电子特征反弹或通行频率

（Hz）
离子特征反弹或通行频

率（Hz）
1.34E+06 3.11E+04 2.40E+05 4.74E+03

深捕获电子特征进
动频率（Hz）

深捕获离子特征进动频率
（Hz）

特征声波频率（Hz）

9.88E+01 7.10E+01 6.87E+03

进动频率似乎过低

第四部分 其他常用数据

图 10.1: “等离子体物理常用参数计算器”截图
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协变(covariant)基矢

e1 =
∂r

∂u1
, e2 =

∂r

∂u2
, e3 =

∂r

∂u3
, (10.3)

逆变(contravariant)基矢

e1 = ∇u1, e2 = ∇u2, e3 = ∇u3, (10.4)

有如下关系

ei =
ej × ek

ei · (ej × ek)
, ei =

ej × ek
ei · (ej × ek)

. (10.5)

协变度规张量(metric tensor)

gij = gji :=

 e1 · e1 e1 · e2 e1 · e3

e2 · e1 e2 · e2 e2 · e3

e3 · e1 e3 · e2 e3 · e3

 , (10.6)

逆变张量

gij = gji :=

 e1 · e1 e1 · e2 e1 · e3

e2 · e1 e2 · e2 e2 · e3

e3 · e1 e3 · e2 e3 · e3

 , (10.7)

和雅可比(Jacobian)

J = |ei · (ej × ek)| =
√
|gij|, (10.8)

或雅可比的逆(inverse Jacobian)

J −1 = |ei · (ej × ek)| =
√
|gij|. (10.9)

协变与逆变基的变换为ei = gije
j 及ei = gijej。

对于轴对称坐标(ψ, θ, φ)，其中∇φ = 1/Rφ̂，变换关系为(也可参见文献[104]第
五章)  ∇ψ∇θ

∇φ

 =

 |∇ψ|2 ∇ψ · ∇θ 0
∇θ · ∇ψ |∇θ|2 0

0 0 1/R2

 ∇θ ×∇φJ∇φ×∇ψJ
∇ψ ×∇θJ

 , (10.10)

及  ∇θ ×∇φJ∇φ×∇ψJ
∇ψ ×∇θJ

 =

 |∇θ|2J 2/R2 −∇θ · ∇ψJ 2/R2 0
−∇ψ · ∇θJ 2/R2 |∇ψ|2J 2/R2 0

0 0 R2

 ∇ψ∇θ
∇φ

 ,

(10.11)
同时也给出

|∇ψ|2|∇θ|2 − (∇θ · ∇ψ)2 =
R2

J
. (10.12)
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10.2.2 磁磁磁面面面坐坐坐标标标

对于磁力线为直线的磁面坐标(straight field line flux coordinates)：(1)选择ν(ψ, θ)和ζ =
φ − ν 使得q ≡ B · ∇ζ/B · ∇θ = q(ψ)3，其中r = r(ψ)是一个类似径向的磁面坐
标；(2) 额外的自由度来自选取θ使得满足特定雅可比J = [∇ζ · (∇ψ ×∇θ)]−1。例

子有：Hamada坐标J = JH(ψ) 和Boozer坐标J = ĴB(ψ)/B2。

另一种形式的Boozer坐标为

B = g(ψ)∇ζ + I(ψ)∇θ + δ(ψ, θ)∇ψ. (10.13)

注意到∇φ = φ̂/R及使用B ·∇ζ = B ·∇φ−∂θνB ·∇θ，B ·∇φ = g/R2和B ·∇θ =
1/(J q)，

∂ν

∂θ
=
gqJ
R2
− q. (10.14)

注意到解ν(ψ, θ)可以包含任意关于ψ函数，同时(ψ, θ, φ)系统中的雅可比与(ψ, θ, ζ)系
统中的相同，J −1 = ∇ζ · (∇ψ ×∇θ) = ∇φ · (∇ψ ×∇θ)。
混合表象B (Bt协变，Bp逆变)

B = g(ψ)∇ζ +∇ζ ×∇ψp, (10.15)

通常比普适(逆变)磁通表象更方便

B = ∇ψ ×∇θ +∇ζ ×∇ψp, (10.16)

或Clebsch表象
B = ∇α(ψ, θ, ζ)×∇ψ = ∇(ζ − qθ)×∇ψ, (10.17)

其中ψ = ψt = Ψt/2π和ψp = Ψp/2π 分别约环向和极向磁通相关。
使用(10.11)，我们可以把(10.15)转换为协变形式

B = g(ψ)∇ζ +
(
ψ′p
J
R2
|∇ψ|2

)
∇θ +

(
− ψ′p

J
R2
∇ψ · ∇θ

)
∇ψ, (10.18)

其中ψ′p = dψp/dψ = 1/q(ψ)及J = [∇ζ · (∇ψp ×∇θ)]−1。

使用(10.13)和(10.16)，在Boozer坐标中

B2 = Bi ·Bi = g(ψ)J −1 +
I(ψ)

q(ψ)
J −1, (10.19)

即，JB = [g(ψ) + I(ψ)/q(ψ)]/B2。

普适上，我们可以定义新的磁面坐标，使用( 文献[67]的第6章)

θF = θf +
dψp
drf

G(rf , θf , ζf ), ζF = ζf +
dψt
drf

G(rf , θf , ζf ). (10.20)

这里我们主要对下面两种磁面坐标感兴趣：

θf = θ +
dψp
dr

G(r, θ, ζ), ζf = ζ, (10.21)

和

θf = θ, ζf = ζ − dψt
dr

G(r, θ, ζ). (10.22)

3注：对非磁面坐标，q也有使用平均定义为q(ψ) ≡
〈
B · ∇ζ/B · ∇θ

〉
θ
。
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10.2.2.1 Shafranov坐坐坐标标标中中中的的的形形形式式式

Grad-Shafranov方程中的表达式[166]

∇r =
cos θ

1−∆′ cos θ
R̂ +

sin θ

1−∆′ cos θ
Ẑ, (10.23)

和

∇θ = − sin θ

r(1−∆′ cos θ)
R̂ +

(cos θ −∆′)

r(1−∆′ cos θ)
Ẑ, (10.24)

在后续将用到。

忽略二阶ε2，使用(10.15)，对环向场[91]

Bt(r, θ) =
g

R
= Bt0(r)(1− r cos θ) ' 1− r cos θ, (10.25)

其中Bt0 = I/R0 ' 1。对极向场

Bp =
r

q
|∇φ×∇r| = r

qR(1−∆′ cos θ)
' r

q
[1− (r −∆′) cos θ], (10.26)

我们可以看到q并不能测度局域的磁力线角(local field line pitch)

B · ∇φ
B · ∇θ

= q[1− (r + ∆′) cos θ], (10.27)

随θ变化。因此，Shafranov坐标不是磁面坐标4。

给定磁面坐标θf = θ +K(r, θ) 及保持ζf = ζ 和rf = r，我们有

B · ∇φ
B · ∇θf

=
B · ∇ζ
B · ∇θ

1

1 + ∂θK
=

q

1 + ∂θK
[1− (r + ∆′) cos θ] = q, (10.28)

给出

∂θK = −(r + ∆′) cos θ, (10.29)

即，
θf = θ−(r + ∆′) sin θ. (10.30)

图4.14显示了Shafranov坐标5和磁面坐标的差别。为了画这张图，我们需要θ(θf )的
关系式，它并不显式，而不是(10.30)中显式的θf (θ)。我们通过一维插值而不用求
逆函数的方法计算上述非显式的关系式。不过，由于(r + ∆′) ∼ O(ε)，我们也可以
使用如下近似

θ = θf + (r + ∆′) sin θf +O(ε2). (10.31)

使用(10.20)-(10.22)，另一种磁面坐标的选择是保持θf = θ和rf = r，但ζf =
ζ − ν(r, θ)，其中

ν = −
(
−Kdrψp

drψt

)
= −q(r + ∆′) sin θ. (10.32)

我们也可通过(10.14)得到这个结果。

4这对∆(r) = 0的同心圆情况也成立！
5此时也是等弧长坐标(equal arc coordinate)。
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10.2.2.2 Boozer坐坐坐标标标中中中的的的形形形式式式

注意(10.23)，(10.24)和∇ψp = ∇ψ/q = r∇r/q，类似于(10.13)，使用(10.18)重
写(10.15) 为协变表象，

B = g(ψ)∇φ+
r2

qR(1−∆′ cos θ)
∇θ +

∆′ sin θ

qR(1−∆′ cos θ)
∇ψ. (10.33)

注意q(r) = B·∇φ
B·∇θb

，及使用6

∂θb
∂θ

=
1

R(1−∆′ cos θ)
(R2|r∇θb|2) '

1

R(1 + ∆′ cos θ)
(10.34)

即，
θb = θ − (r + ∆′) sin θ, (10.35)

其中|r∇θb|2 = 1− 2(r + ∆′) cos θ，我们可以变换(10.33)到Boozer形式

B = g(ψ)∇φ︸ ︷︷ ︸
O(1)

+
r2

q
∇θb︸ ︷︷ ︸
O(ε)

+
∆′ sin θ

q
∇ψ︸ ︷︷ ︸

O(ε2)

, (10.36)

这给出I = r2/q。由于δ(ψ, θb)项为O(ε2)，且较复杂，应用中我们可以把它置零，
即，近似用δ = 0。对g，我们可以使用g = 1 或者从平衡方程的解[166, 171]计算

g = 1 + g2 = 1− p(r)−
∫ r

a

1

q
(
r2

q
)′dr. (10.37)

估计g2，使用q = 2，a = 0.3，p = 0.05，得到|g2| ' | − 0.05 + 0.32/4| ' 0.03� 1，
确实非常小。

我们可发现Boozer坐标(10.35)与(10.30)相同。
雅可比

J = [∇φ · (∇ψ×∇θb)]−1 = [r∇φ · (∇r×∇θb)]−1 =
R(1−∆′ cos θ)

1− (r + ∆′) cos θ
' R2 ' 1/B2.

(10.38)
Boozer坐标在托卡马克粒子导心轨道的推进中较为方便[?, 166]，但也有较明显

的缺点，比如θf网格在外侧(θf ' 0)处过于稀疏(图4.14)。

10.2.2.3 Hamada坐坐坐标标标中中中的的的形形形式式式

我们不作细推导直接写出结果

θh = θ + (r−∆′) sin θ, ζh = φ+ 2qr sin θ, (10.39)

其中雅可比

J = [∇ζh · (∇ψ ×∇θh)]−1 ' 1. (10.40)

Hamada坐标的主要优势在于雅可比较为简单。

6注意：变换∂θb

∂θ = 1
R(1−∆′ cos θ)，得出θb = θ − (r−∆′) sin θ，是不正确的。
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10.2.3 零零零位位位移移移情情情况况况

零位移的同心圆几何较简单从而在测试或理论研究中经常用到。广为人知

的s-α的Cyclone测试(benchmark)[68]事实上是α = 0，即同心圆。
为了使得所有变量都是解析的，我们需要特定的q剖面以避免数值积分r(ψp) =√

2
∫
qdψp，其中我们用到ψt = r2/2及dψt/dψp = q。一个通常用的选择是

q = q1 + q2r̂
2, (10.41)

其中r̂ = r/a，或

q = q1 + q2ψ̂p + q3ψ̂p
2
, (10.42)

其中ψ̂p = ψp/ψw，ψw是边界壁上的ψp。
对(10.41)，我们得到

ψp =
a2

2q2
ln
(
1 +

2q2
a2q1

ψt

)
=

a2

2q2
ln
(
1 +

q2
q1
r̂2
)
. (10.43)

对(10.42)，我们得到

ψw

(
q1ψ̂p +

q2
2
ψ̂p

2
+
q3
3
ψ̂p

3
)

=
r2

2
, (10.44)

得出

ψp =
r2

2q̄
, (10.45)

其中q̄ = q1 + q2ψ̂p + q3ψ̂p
2
及a = 2q̄(1)ψw。这个解析平衡是GTC中默认使用的。

所有其他变量可以在前面的描述中找到，其中一些为：R = 1 + rcosθ，B =√
B2
t +B2

p，Bt = 1/R = 1 − r cos θ，Bp = r/qR，g = 1，I = r2/q，δ = 0。通

常，我们使用磁面(Boozer)坐标，从而需要注意θ = θ0 − r sin θ0。所以，到O(ε2)，
我们可以使用

R = 1 + rf cos θf − r2 sin2 θf , (10.46a)

Z = rf sin θf + r2
f sin θf cos θf , (10.46b)

B = 1− rf cos θf + r2
f . (10.46c)

形式(10.46)(另见文献Meiss1990)在解析计算中有用，但在数值研究中并不佳，因
为此时磁面在二阶下非圆，r/a非小量时误差较大。为了保证磁面为圆，我们宜采
用原来的形式(4.31)，数值中可采用前文提及的插值求逆的方式进行θ和θf间的转
换。

10.3 各各各种种种随随随机机机分分分布布布函函函数数数的的的产产产生生生

10.3.1 赝赝赝随随随机机机数数数

第一步是如何产生均匀（如，[0,1）间）随机数。计算机中的随机数实际上均
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为赝随机数7，通常情况下，默认的就够用。但对随机数质量要求高时，则可能需
要额外的随机数产生器。对于计算机随机数最好的介绍可能是高德纳8的经典著作

《计算机程序设计艺术》的第二卷[Knuth1997]，建议对计算机随机数产生感兴趣
的读者可研究此书。

计算机中最常用的应该是线性同余产生器，早期许多语言（如，FORTRAN、C、Java）
自带的赝随机数发生器就是用这种方法，种子通常取系统的当时时间，重复的可
能性很小。

xi+1 = f (xi) = (axi + c) mod m, (10.47)

其中，m为模数，a为乘数，c为增量，从一个种子x0出发，可以得到一个序列，式
中的函数f也可用二次函数等非线性函数替代。

1997年，Makoto Matsumoto和Takuji Nishimura发现了一个他们命名为梅森绞
扭器（Mersenne Twister9）的新随机数产生器，具有惊人的大周期219937 − 1。尽
管在密码应用中被发现并不很安全，但由它产生的随机数却在各种随机数性能测
试下均表现得非常有效，现已被广泛使用，尤其适合蒙特卡洛模拟方面。该方法
已经在MATLAB、Python、Ruby、R和PHP等多种语言中替代同余法定为默认的
随机数发生器。对于C、C++、FORTRAN等用户，也可在网上轻易找到相应的
算法及可用的代码，因此这里不详介绍。
以上也是我们写C、FORTRAN等代码时，经常要给随机数种子（seed）才能

产生有效的随机数，而在MATLAB代码中却直接用rand函数就行的原因。

10.3.2 任任任意意意分分分布布布的的的产产产生生生

我们首先来介绍如何把[0, 1]间均匀分布的随机数转换为任意其他分布。

10.3.2.1 变变变换换换法法法

假定我们需要生成y满足f(y)的分布，通过从均匀分布x转换。我们有方程

f(y) · dy = 1 · dx,

这样我们就有

x = F (y) ≡
∫
f(y) · dy,

从而得到

y = F−1(x),

7一篇很好的科普文章,http://www.ams.org/samplings/feature-column/fcarc-random,
David Austin, Random Numbers: Nothing Left to Chance. 网上可找到中译”随机数：机会全
无”。

8高德纳（Donald Ervin Knuth，1938年1月10日－），英文名直译为唐纳德•欧文•克努特，传
奇计算机科学家，被誉为现代计算机科学的鼻祖。《计算机程序设计艺术》（目前后几卷仍然在写
作中）的作者，排版软件TEX和字型设计系统Metafont的发明人。“高德纳”这个中文名是1977年
他访问中国之前所取，命名者是图灵奖获得者姚期智的夫人姚储枫。TEX受到许多人的高度赞誉，
尤其数学家和理论物理学家，称其“让写作成为了一种享受”。本书最初是用所见即所得的MS
Word软件排版，尽管方便，但很快就发现各种细节很不尽如人意，乃至大大影响本书写作的信
心。转用LATEX后，确有“写作为一种享受”之感。

9http://en.wikipedia.org/wiki/Mersenne_twister

 http://www.ams.org/samplings/feature-column/fcarc-random
http://en.wikipedia.org/wiki/Mersenne_twister
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也即需要对f(y)求积分再求逆。这对一些简单函数很容易实现，比如要生成[a, b]的
均匀分布只需要y = (b − a)x + a，其中x 为[0, 1]均匀分布。第7.3.4小节的柯西
分布随机数就是这种方法产生的。不过，由于大部分形式的f(y)对应的逆函
数F−1(x)不易求，因而这种方法不普适。
我们第一种替代方法是不求解析的逆函数，而是使用插值的近似逆函数，这通

常也可以达到高精度。

10.3.2.2 舍舍舍选选选法法法

这种方法类似于蒙卡法撒点求π，假设我们需要生成区间[a, b]上满足f(y)形式
的随机数，那么我们每次生成两个随机数x1满足[a, b]均匀分布，x2满足[0, fmax]均
匀分布，只要x2 ≤ f(x1)我们就保留这个点的x1作为这次的y；如果x2 > f(x1)，
那么我们重复这个过程，直到满足条件。这种方法相较于变换法的效率大致
为Sf/S0，其中Sf为f(y)在区间[a, b]的积分面积，S0为总矩形区间[a, b]× [0, fmax]的
面积。因而这种方法不适合Sf占比较小的情况，比如不适合生成区间较大的高斯
分布，除非截断|y|较大的。
磁约束中，中性束注入或聚变反应等产生的高能粒子，经过弛豫，一般符合慢

化分布函数。做磁约束高能粒子相关物理模拟的人员需要用到这一分布，它就可
以通过这里的舍选(reject)法产生。舍选还有各种提高采样效率的拓展，这里不再
具体介绍。

10.3.3 高高高斯斯斯分分分布布布的的的产产产生生生

由于物理中，最常见、常用的是麦克斯韦分布，在粒子模拟中这种分布也几乎
必不可少。麦克斯韦分布其实就是高斯分布，也即正态分布。我们会发现，用前
面普适分布的方法，并非是最有效的方式。
一维的转换函数通常不够用，常用的是二维的转换函数

y1 =
√
−2 ln(x1) cos(2πx2), (10.48)

y2 =
√
−2 ln(x1) sin(2πx2), (10.49)

其中x1和x2均为[0, 1]均匀分布，y1和y2均为正态分布，我们可以选取其中一个扔掉
另一个。

另一种简单有效的方式是采用Padé 近似，它的转换式为[Abramowitz1964]

xp = t− c0 + c1t+ c2t
2

1 + d1t+ d2t2 + d3t3
+ ε(p), (10.50)

其中t =
√

ln(1/p2), |ε(p)| < 4.5 × 10−4, Q(xp) = p, 0 < p < 0.5, Q(x) =
1
2π

∫∞
x
e−t

2/2dt,及

c0 = 2.515517, d1 = 1.432788, c1 = .802853, d2 = .189269, c2 = .010328, d3 = .001308.

这样我们可以通过均匀分布t生成正态分布xp.
比较幸运的时，对于特定语言，我们有更简单的方法，比如MATLAB，直接

用randn 函数就可用产生非常好的高斯分布。
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10.4 高高高斯斯斯求求求积积积

我们这里简介所谓的高斯求积分方法，对于无穷积分，它基于一些固定的函数
点的值通过求和来近似求积分。

我们这里主要讨论Gaussian-Hermite求积∫ ∞

−∞
e−x

2

f(x)dx =
∑
i

Aif(xi), (10.51)

其中xi (i = 1, 2, · · · , n)是积分节点，Ai是权重系数. xi和Ai均与待被积的函
数f(x)无关. 这里xi是n阶Hermite多项式Hn(x)的根及系数Ai由下面给出

Ai =
2n−1(n− 1)!

√
π

2n[Hn−1(xi)]2
. (10.52)

如果f(x)是阶数小于< 2N−1的多项式，上述求积是精确的. 为了加快速度，xi和Ai可
以事先求出列表，或者通过下面的递推关系计算

Hn+1(x) = 2xHn(x)− 2nHn−1(x),

H0(x) = 1, (10.53)

H1(x) = 2x.

如果是多维积分，则∫ ∞

0

dy

∫ ∞

−∞
dxe−x

2−y2f(x, y) '
∑
i

∑
j

AiAjf(xi, yj). (10.54)

通常n ∼ 40就比较准. 当然，实际中更常用的是求
∫∞
−∞ g(x)dx，作替换g(x) =

f(x)e−x
2
，得f(x) = g(x)ex

2
，然后再通过上面的高斯积分方法计算. 这种方法

在等离子体中一些求积分时也用，不过，很可惜，对于我们最常用的Z(ζ) =
π−1/2

∫∞
−∞ dx exp(−x2)/(x − ζ)函数，它非常不准。这是因为被积函数分母有奇

点。

高斯求积还有各种其他形式，对于特定f(x)，通常可以测试不同的高斯积分规

则，以寻找表现最优的。高斯-切比雪夫
∫ 1

−1
f(x)√
1−x2dx，高斯-拉盖尔

∫∞
−∞ e

−xf(x)dx.

而在第8章，求速度空间二重积分时，垂直方向，经测试用Gauss-Kronrod积分较
有效。增加高斯积分的精度有时也可不增加高斯节点的阶数，而固定阶数，但对
积分区间分段。

10.5 简简简振振振模模模和和和本本本征征征模模模及及及模模模结结结构构构

本征模（eigenmode）和简振模（normal mode）由于其较大的相似性，有时也
不加区分。一般接触本征模最早是在驻波（standing wave）中，而简振模是在耦
合谐振子中。两者最主要的区别可以认为是前者有边界条件，后者没有。另外则
是本征模的数量通常是无穷的，可以叠加出系统的任何状态；而简振模通常只有
固定的几支。



§ 10.6 阿贝尔（Abel）反演 · 267 ·

在讲波动问题时，一般教材均对群速度和相速度进行了讨论，而我们常听到
“模结构”的概念。初学者可能很快就忘掉它究竟该是什么样的图象了。回忆驻

波，模结构是一个包络，体现物理量空间分布的相对大小，它的大小（单位）在
本征模处理时是任意的，在应用到具体的物理问题中则由振幅限制。物理量以模
结构的空间分布形状在平衡位置附近作整体振荡。类似于打鼓。

另一个问题是，为何我们常只看到特定模数的本征模较明显，而其他的被掩
盖。这在第7章讨论输运问题时我们已经碰到一个例子，固定边界时，高阶模极快
的衰减，最后体现出来的是最低阶模。另一个例子是回旋共振问题中，也是低阶
模最明显。

10.6 阿阿阿贝贝贝尔尔尔（（（Abel）））反反反演演演

阿贝尔（Abel）反演在托卡马克实验中用来计算密度等剖面（F (r)）时常常需
要用到。在旋转对称系统中，测量到的观测量的强度为平均值I(y)

I(y) = 2

∫ √R2−y2

0

F (r)dx = 2

∫ R

y

rF (r)√
r2 − y2

dr, (10.55)

反变换为

F (r) = − 1

π

∫ R

r

dI(y)

dy

dy√
y2 − r2

, (10.56)

这样就能用I(y)的测量结果算出F (r)。

以上也可参考[宫本健郎1981] 15.5节或[Fleurier1974]提供的计算程序。

10.7 数数数值值值库库库的的的使使使用用用

本书中许多代码是用Matlab实现的，这是因为它的集成化很好，许多函数可直
接调用，可使代码尽量短，可视化也便捷。然而，许多时候（尤其写大规模并行
程序时），这类集成工具并非有效。

在数值计算模拟中，经常要用到一些固定的算法，如方程求根、矩阵求本征
值、数值积分、傅里叶变换。这些当然可以自己写，而一种较好的替换方法是
使用专门的数值库。这又包括两种做法：第一种是使用代码片段，嵌入自己的程
序；另一种是链接到专用库，调用其中的函数。

第一种做法，最常用的是Numerical Recipes中的代码段，C/C++/F77/F90等
各种版本均有。

第二种，有许多，比如IMSL库（Windows下的Compaq Visual Fortran有集成）、
开源的Lapack等。

使用库的优势是，节省编写代码的时间，且通常的库都会在保持通用性情况下
用尽可能高效的方式去实现，效率会比随便编写的未优化的程序高。不好的地方
是，通常会使程序的一体化变差（比如，风格的不一致导致可读性降低），如果
是调用函数的方式，则还需事先配置相应的库，较为麻烦。
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10.8 集集集群群群使使使用用用简简简介介介

据反映，许多做数值模拟的硕导、博导强烈建议应该让本科生就熟悉Linux的
使用，至少是简单的程序编译、运行等操作。因此，这里给一简介。

10.8.1 Linux使使使用用用

Linux操作系统的版本较多，单机所用较流行的为Ubuntu和Fedora。Ubuntu是
近几年较热门的版本，提供有wubi工具，使初入门者可以非常简单的在Windows系
统下直接安装Linux。为了简单或防止误操作导致系统崩溃等带来不必要的损失，
把Linux装在虚拟机（如Vmware）中也是很流行的一种方式，它可以使得用户
甚至不需要自己安装和配置操作系统，直接从其他人那复制一个就能与原系
统100%一样。

Linux下安装软件与Windows不同，最好是能联网，首先配置好源（source），
只要源中有，就可用命令行或系统自带的软件管理工具方便的安装。

编程所需配置并不多。安装gfortran、gcc等编译器，有必要则安装一些库，
如lapack。以hello.F90为例

1 Program he l l o
2 Write (∗ ,∗ ) ”Hel lo , I am F90 ! ”
3 End program

编译

1 g f o r t r an h e l l o . f90

用“ls”命令可看到当前目录下生成了一个新文件“a.out”.

执行

1 . / a . out

将在屏幕上打印出“Hello, I am F90!”

对于其他语言（如c、c++）和编译器（如，gcc、ifort），操作类似。更复杂
的命令这里不再介绍。对于多文件的程序，一般用makefile文件进行管理和编译。

10.8.2 集集集群群群使使使用用用

大规模并行计算离不开集群（cluster），集群一般用qsub方式提交程序。获得
集群账号后，第一步通常是配置”/̃.bashrc”文件，在其中指定一些库的位置等，其
中的””̃是指用户的home目录。通常集群管理员会提供范例，或者，可直接问其他
用户copy一个。

配置好”.bashrc”文件后，就可编译和提交程序了。简单文件，操作方式如前。
对于多文件，如果是其他人的，要么有一个主文件（其他文件以include方式嵌入
主文件），只编译主文件即可；要么会提供makefile文件，此时

1 make
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系统会自动生成可执行文件。对于单机文件，当然也可以像前面一样直接运
行，但不建议这样，因为会造成集群主节点压力过大。

一个qsub文件示例，运行前面hello.F90产生的a.out文件，test.sub

1 #! /bin /bash
2 #PBS −q very long
3 #PBS − l nodes=1:ppn=1
4 cd $PBS O WORKDIR
5 . / a . out > out . txt

“test.sub”与“a.out”放在同一目录下，并cd到该目录。

提交

1 qsub t e s t . sub

系统将在集群中的一个节点中分配一个核用来运行该程序。

查看程序运行状态

1 qs ta t

中断程序，qdel加上qstat看到的程序编号。前面test.sub中的“> out.txt”是把
程序运行输出的结果重定向输出到“out.txt”中，打开“out.txt”可看到其中的
内容。查看和编辑文本文件可以vi，如果只是查看，比如文件的前几行，用head，
后几行用tail，如

1 head out . txt
2 t a i l out . txt

2010年11月，全球top500计算机排行第一位的天河（TH-1A）上的程序提交稍
有不同，使用的是yhbatch方式。

文件sub th1a

1 #! /bin /bash
2 yhrun −n 512 −p TH NET xxx

提交和查看运行状态

1 yhbatch −n 512 −p TH NET
2 sub th1a yhq

近几年，全球最快的超级计算机均在中国，分别为位于广州的“天河二
号”(2013年6月起)和位于无锡的“神威太湖之光”（2016年6月起），峰值性能
已能达到10亿亿次/秒以上。

10.9 其其其他他他实实实用用用信信信息息息

这部分提供一些其他实用信息，部分可能与数值计算不直接相关，但跟等离子
体物理相关，它们对初学者或者其他有志掌握更多知识的读者可能会有作用。这
些信息，很少在印刷书中有出现。
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10.9.1 部部部分分分网网网址址址

以下几个网址可能会经常用到

• Google：https://www.google.com/ncr及https://scholar.google.com/

• Wikipedia：https://en.wikipedia.org，但一般可直接从Google中检索词条跳
转到wiki。

• Wolfram Alpha：http://www.wolframalpha.com/，在线版的Mathematica，
并且更智能，一些简单的公式推导可以直接用它。

10.9.2 Numerical Recipes

Numerical Recipes是较为经典、通用的工具书及程序集，尤其在国外，许多
人的代码都会用该库，其主页http://www.nr.com/。对于做科学或工程的人员来

说，如果一定要推荐一本合适的数值书，那么最佳的可能会是这本。可以直接当
库用，也可用来学算法，还可学到编程的技巧或艺术。它有C、C++、Fortran77、Fortran90等
各种版本。它也为许多等离子体中经验丰富的数值工作者所推荐和常用。

10.9.3 CPC数数数值值值库库库

CPC计算物理程序库（Computer Physics Communications Program Library），
建于1969年，目前包含两千多个计算物理和化学方面的程序，http://cpc.cs.

qub.ac.uk/，对各程序描述的论文均发表在Computer Physics Communications 杂
志上，可通过Science Direct在线查看。国内一般的学术单位（高校、研究所），
应该均可进入库，提供email就可下载程序。下载论文，可能还需额外数据库的权
限。

库的涵盖面很全，如天文、凝聚态、核物理、等离子体物理等，共23项。等离
子物理10方面目录

19 Plasma Physics
• 19.1 Atomic and Molecular Processes
• 19.2 Beams
• 19.3 Collisionless Plasmas
• 19.4 Data Interpretation
• 19.5 Discharges
• 19.6 Equilibrium and Stability
• 19.7 Inertial Confinement
• 19.8 Kinetic Models
• 19.9 Magnetic Confinement
• 19.10 Magnetohydrodynamics
• 19.11 Transport
• 19.13 Wave-plasma Interactions
比如，里面有计算托卡马克平衡的代码CHEASE、VMOMS，解VLASOV方

程、Fokker-Planck方程代码，回旋动理学代码GKW，各种相对论等离子体代码，

10原网页列表中缺19.12，可能是编号错误

http://www.nr.com/
http://cpc.cs.qub.ac.uk/
http://cpc.cs.qub.ac.uk/
http://cpc.cs.qub.ac.uk/subjectIndex/SUBJECT_19.html
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等等。较全面，许多均有参考价值，有些可作入门用，有些可直接改写用来做自
己的研究。不过可能由于格式问题，一些较早的代码需要修改才能正常使用。

10.9.4 Mathematica软软软件件件的的的符符符号号号推推推导导导功功功能能能

除了数值计算外，还有一种更高级计算方式――符号计算。MAPLE、Mathematica等
软件均有强大的符号计算能力，可直接进行微分、积分，公式推导、化简，等。
等离子体物理中，偏数值模拟的，使用MATLAB较多，因其数值计算、可视化
均较好，且具有一定符号计算能力；而，偏数值计算，也即更靠近纯理论的
人，Mathematica会用的更多，这是因为Mathematica最初几乎就是为此而生，其
最早的作者Stephen Wolfram11最初本身就是粒子物理学家。

比如，多项式展开Expand、ExpandAll，多项式化简Simplify，多项式因式分
解Factor，分式约分、通分Cancel、Together，等。其中，6.2节中，冷等离子体色
散关系的化简，用Simplify等几个函数，可以大大减少手工化简的计算量。这里不
细介绍，有兴趣者可自己研究。

‡ Symbolic Vector Analysis Using Mathematica Ÿ  (Demo) 
Hong Qin, Plasma Physics Laboratory, Princeton University

In[1]:= << ~/mathematica/GeneralVectorAnalysis.m

Ÿ Conventional vector analysis notation is built in.

In[2]:= FullFormêû8 a ◊ Hb + cL, Ha + dLâHbâcL<

Out[2]= 8DotProduct@a, Plus@b, cDD, CrossProduct@Plus@a, dD, CrossProduct@b, cDD<

In[3]:= FullFormêû8— âHa + aâHbâcLL, — ◊ Ha + bâdL<

Out[3]= 8Curl@Plus@a, CrossProduct@a, CrossProduct@b, cDDDD, Div@Plus@a, CrossProduct@b, dDDD<

In[4]:= FullFormêû9—2 Hf gL, A
`

, »B », J @rD=

Out[4]= 8Laplacian@Times@f, gDD, UnitVector@AD, AbsoluteValue@BD, Jacobian@rD<

Ÿ Vector calculations  independent of coordinate system.

In[5]:= DeclareVector@A, B0 , B, C, D, E, F, G, H, J, x, QD; DeclareScalar@a, b, c, d, e, f, g, hD

In[6]:= 8AâA, A ◊ HAâCL, — âH— fL, — ◊ H— âAL, VectorExpand@AâHBâCLD<

Out[6]= 80, 0, 0, 0, -C A ◊ B + B A ◊ C<

In[7]:= VectorExpandêû8AâHBâCL + BâHCâAL + CâHAâBL, HAâBLâHCâDL, — ◊ Hf HAâB + — âCLL<

Out[7]= 80, -D A ◊ HBâCL + C A ◊ HBâDL, -f A ◊ H— âBL + f B ◊ H— âAL + HAâBL ◊ H—fL + H— âCL ◊ H—fL<

Ÿ An example from ideal megnetohydrodynamics

In[8]:= — ◊ HB0 L = 0; Q = — âHx âB0 L; J = — âQ

Out[8]= — â H— â Hx â HB0 LLL

In[9]:= VectorExpand@JD

Out[9]= -H— H— ◊ xLLâ HB0 L - — â HHx ◊ — L HB0 LL + — â HHHB0 L ◊ — L xL - — â HB0 L— ◊ x

Ÿ Vector analysis in any well−defined coordinate system.图 10.2: GVA化简理想磁流体中表达式示例

这里提及跟等离子体物理直接相关的一个Mathematica符号矢量分析工具
包GVA，它最早由秦宏在普林斯顿大学念博士期间所开发[Qin1998, 1999]，原程序
可在CPC程序库中找到，或者http://ftp.physics.uwa.edu.au/pub/Mathematica/

Calculus/。

比如，demo文件中，化简理想磁流体中一个表达式，图10.2，及计算托卡马克
坐标中一些量的示例，图10.2。其矢量分析功能，还能自动分离出各阶量级。
对于做理论工作较多的人而言，Mathematica确实会是一个很好的值得掌握的

工具。除了上面的例子外，[陈玲2011]从双流体方程化简求动理学阿尔芬波色散关
系，[Bret2007]求解束-等离子体介电张量，均为入门可参考的例子。

10.9.5 等等等离离离子子子体体体物物物理理理主主主要要要期期期刊刊刊

我们这里列出一些等离子体物理及计算物理相关的主要期刊

11Wolfram（1959.08.29 - ），英国人，为典型的天才人物，19岁时受盖尔曼之邀到加州理
工学院，从事基本粒子物理学方面的研究，取得显著成就，一年内获得理论物理学博士学
位。1981年被授予麦克阿瑟“天才”奖（MacArthur “Genius” Fellowship），如今依然是该奖
最年轻的获得者。Mathematica的创造者，《A New Kind of Science》的作者，2009年推出知识引
擎WolframAlpha。

http://ftp.physics.uwa.edu.au/pub/Mathematica/Calculus/
http://ftp.physics.uwa.edu.au/pub/Mathematica/Calculus/
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In[25]:= b = SimplifyAB@r, q, jD
`

E

Out[25]= VectorB9O@eD3 ,
r2 e

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
q@rDR0

+ O@eD3 , R0 + r Cos@qD e -
r2 e2

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
2 Iq@rD2 R0 M

+ O@eD3 =, 9O@eD3 ,
e

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
q@rDR0

+ O@eD3 ,
1

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
R0

-
r Cos@qD e
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

R0
2

+
r2 I-1 + 2 Cos@qD2 q@rD2 M e2

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
2 q@rD2 R0

3
+ O@eD3 =F

In[26]:= Simplify@JâB@r, q, jDD

Out[26]= VectorB9
r B0

2 H-2 q@rD + r q¢ @rDL e2

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
q@rD3 R0

2
+ O@eD3 , O@eD3 , O@eD3 =, 9

r B0
2 H-2 q@rD + r q¢ @rDL e2

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
q@rD3 R0

2
+ O@eD3 , O@eD3 , O@eD3 =F

In[27]:= Needs@"Utilities‘Notation‘"D
Symbolize@T˛ D ; Symbolize@T¶ D

In[29]:= Vg =
c T¶

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
e H»B@r, q, jD »L2

bâ — H»B@r, q, jD »L; Vc =
c 2 T˛

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
e H»B@r, q, jD »L

 b â H Hb ◊ —L bL; Vd = FullSimplify@Vg + VcD; VdP1T

Out[29]= 9-
c H2 T˛ + T¶ L Sin@qD e
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

e B0 R0
+ O@eD3 , -

c r H2 T˛ + T¶ LCos@qD e
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

e B0 R0
+

c r2 HH-2 T˛ + T¶ L q@rD - r T¶ q¢ @rDL e2

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
e q@rD3 B0 R0

2
+ O@eD3 ,

c r H2 T˛ + T¶ LCos@qD e2

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
e q@rDB0 R0

+ O@eD3 =

4 GeneralVectorAnalysis_demo.nb

图 10.3: GVA计算托卡马克坐标中问题示例，高阶小量也有注明

• Physics of Plasmas (1994-)及前身Physics of Fluids B，等离子体物理最主要
的期刊

• Computer Physics Communications和Journal of Computational Physics，计
算物理两个主要期刊

• Nuclear Fusion和Plasma Physics and Controlled Fusion，磁约束聚变另两个
主要期刊

• Phys. Rev. Lett.和Rev. Mod. Phys.，含较多影响力较高的原创文章和综述
文章

• Plasma Science and Technology，国内单位主办的等离子物理期刊

• Commun. Comput. Phys.，国内单位主办的重要计算物理期刊

• https://arxiv.org/list/physics.plasm-ph/recent，最新等离子体预印本文章

习习习题题题

1. 用reject法生成慢化分布

FSD =
3
√

3v2
t

4π

1

|v|3 + v3
t

H(vc − |v|), (10.57)

其中H为阶跃函数。
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后后后记记记

许多问题不断的被问及，却发现越来越多的问题没法用“你去看某某书、某某
文章就明白了”这句话应万变了，于是当不厌其烦时只好自己动手写下来。零散
的文档越写越多，于是干脆写一本书吧，至少能挡一阵，“你去看我那本书，里
面某某页有讲”。

一向坚持“出版的书、出版的文章不能轻易写”，每一份都要经过严格的审
核，高标准要求，不愿数年、数十年后自己看不下去：“当年那么烂的文章你也
敢写”。做学术惟愿一生能留下几项重量级的工作（几篇文章）、出版几本可传
诸后世的书，足以。其他的无所谓。
写这本书却是应时之需。理论的书，年纪大（不惑之年后），积攒多、经验

丰富时写最好。而数值的书却有很强的时代性，除了其中算法的格式外，所用的
代码或数据处理工具很快就过时，需要改写。如[Birdsall1991]12中的PIC代码，照
抄下来，在如今的机器上已很难直接运行。这本书具有时代特征，除非只讲算法
格式，否则达不到自己传诸后世的标准，而只讲算法又失去了其本来期望的实用
性。另一方面，这本书还不能写得太慢，比如像赵凯华13先生的《电浆物理理论》

一样精益求精，十年八年。因为理论的书太多了，很容易找到替代品，所以要出
好书，必须不断雕琢。而这本书价值却在于补缺，写久了并非好事。以上两点，
使得我最终说服自己放下那所谓的“高标准”，用一两年先写一本“低标准”的
吧。补救措施也有，譬如可在以后的更新版中不断完善。而且即使写得烂，也权
当“失败是成功之母”，为以后积累经验。再就是本书中一定程度上提倡突破传
统做法，因此也毫不怀疑读者很快会比这本书中的例子做的更好，也即这本书很
快就应该被后来者替代。如果不能，那倒不知是喜是悲。
本书算是自己在等离子体物理计算模拟方面的一个总结，主要写给自己，帮助

自己把最基本的东西理出一条明晰的线。在理论方面，数年前给自己的任务是全
面审核整个等离子体物理的基础，尽可能不放过任何一处可能的漏洞，能处理则
处理，暂来不及则留下记号。记号是越留越多，完美解决了的却尚无几个。或许
以后也会为此详写一本。哪年哪月动手就不得而知了。

谢华生

2017年04月

12C. K. Birdsall也是华人国际顶尖等离子体物理学家陈骝先生的博士导师。
13赵凯华先生，1950s苏联副博士学位，导师为等离子体物理中著名的A. A. Vlasov (1908.08.20
–1975.11.22)。
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图 10.4: J.D.Jackson给J/ψ粒子发现（1974年，粒子物理的“十一月革命”）后引
起的粒子物理领域的兴奋画的一张卡通评论图，印在1975年4月CERN Courier封面

等离子体物理中最重要的问题也还主要属于工程和实验/观测方面，它的理论
问题主要是如何解方程从中找到我们想要的物理，主要目的在于帮助理解，从而
指导实验。譬如如果我们已经实现了可控核聚变，我相信很少有人会再去花大力
气研究堪称“经典物理复杂度之最”的各种等离子体物理理论。在本书最初，我
强调“insight”，这是理论的用武之地；在本书最后引用该图，则是提醒实验家
“更重要”，提醒理论家和模拟家“要注意与实验结合”。
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